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Introducción
1. Basicidad de semialgebraicos.
La geometría semialgebraica estudia, dicho de manera intuitiva, los conjuntos que apare-
cen como soluciones de sistemas de ecuaciones e inecuaciones polinomiales - sobre los
numeros reales; estos conjuntos se llaman semialgebraicos (ver [BCR], [BR] y el capítulo
II de esta memoria). Un aspecto esencial dentro de este estudio es conocer propiedades
geométricas de los conjuntos semialgebraicos que se deriven de la naturaleza de los sis-
temas que los definen.
Atendiendo a aspectos cuantitativos de las posibles presentaciones de los semialge-
braicos se define una subfamilia de estos, los semialgebraicos básicos. En general, un
conjunto semialgebraico es básico si puede ser descrito por un único sistema de desigual-
dades polinomiales estrictas (abiertos básicos) o laxas (cerrados básicos). Por tanto, el
primer problema que se plantea es decidir CUANDO un semialgebraico es básico, y a ser
posible de modo ALGORÍTMICO. No es difícil hacer esto en dimensión 1: todo semialge-
braico 1-dimensional se puede describir con una única desigualdad ([Rz], 1984).
En dimensión 2 aparecen los primeros conjuntos semialgebraicos no básicos (el primer
ejemplo fue dado por Lojasiewicz en 1965 [L]), con lo cual ésta es la menor dimensión
en que el problema tiene interés. Pero además, se sabe que en cualquier dimensión la
basicidad siempre se puede detectar via intersección con ciertas superficies algebraicas
bien escogidas ([ARí], 1991). En consecuencia, la dimensión 2 no sería sólo la primera
sino, esencialmente, la única que se necesitaría tratar. Así, este trabajo está dedicado al
estudio de los conjuntos semialgebraicos básicos en superficies reales.
2. Precedentes.
El problema de saber cuándo un conjunto semialgebraico es básico ha sido abordado desde
dos vertientes contrapuestas:
— algebraica (escuela alemana: Br5cker, Scheiderer, Marshall, Becker), desde 1974
— geométrica(e~cuela italiana: Galbiati, Tognoil, Acquistapace, Broglia, Fortuna), desde
1988.
Desafortunadamente, la interrelación entre ambas vertientes es escasa, excepto por algunos
trabajos recientes de Andradas y Ruiz (a partir de 1991).
En general, la teoría algebraica es la que va por delante desde el punto de vista cuafl-
J
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Jtativo. Sus técnicas, principalmente la teoría de abanicos en espacios de órdenes ([Br2]),
permiten obtener resultados muy completos, pero no constructivos, por lo que no generan J
soluciones algorítmicas. Habitualmente, estas soluciones algorítmicas sólo han aparecido
después, recurriendo a métodos geométricos. Es por ello muy importante entender mejor
toda la geometría contenida en la teoría de abanicos. Esto explica la idea que trata de
expresar el título: LA GEOMETRÍA DE LOS ABANICOS EN DIMENSIÓN 2.
3. Resultados obtenidos. J
Los resultados centrales de esta tesis son:
A. Un criterio geométrico de basicidad (11.2.15). La basicidad de un conjunto semialge- J
braico está determinada por dos obstrucciones:
— una GLOBAL que controla el comportamiento de la frontera del semialgebraico J
dado; y
— otra LOCAL que controla la basicidad en un entorno de cada punto (de hecho, una Jvez controlada la obstrucción global, la local se reduce a controlar un númerofinito de puntos).
Además, la obstrucción local se hace global después de una cantidad finita de trans- jformaciones cuadráticas.
Como consecuencia de esto obtenemos, de un modo sencillo, un criterio para que un Jsemialgebraico sea principal (es decir, pueda ser descrito mediante una única desigualdad).
Dedicamos el capítulo II a las demostraciones y otras consecuencias de estos criterios,
siempre desde un punto de vista geométrico. J
B. Una descripción explícita de todos los abanicos de una superficie, mediante parame-
trizaciones de Puiseuix generalizadas. Esto incluye el estudio exhaustivo de todas las
valoraciones reales del cuerpo de funciones racionales de la superficie.
A la vista de esta descripción deducimos que para controlar la basicidad bastan aque- Jlos abanicos que vienen descritos, salvo transformaciones cuadráticas, por auténticas
parametrizaciones de Puiseux. El estudio de las valoraciones y los abanicos de una super-
ficie constituyen el contenido del capítulo III. J
En el capítulo IV convertimos estos resultados en algoritmos teóricamente viables.
Concretamente, comprobamos que es posible resolver algorítmicamente los siguientes J
problemas:
— Verificación de la obstrucción global, J
— Verificación de la obstrucción local.
En consecuencia, la basicidad es verificable algorítmicamente. Además, en caso de obtener Jrespuesta negativa a la basicidad, la lista de abanicos obtenida en el capítulo III propor-ciona una soluc ón lgorítmica a la siguient cuestion:
— Construcción de abanicos que obstruyan la basicidad en el sentido de Br6cker ([Br2]). J
J
J
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4. Métodos.
Los métodos que utilizamos son mayoritariamente de naturaleza geométrica: desigualdad
de Lojasiewicz, homología de semialgebraicos y aproximación de funciones C~, separación
de semialgebraicos, etc. Incluso las técnicas del capítulo III, que en apariencia son estric-
tamente algebraicas, descansan en la busqueda de una curva que represente los órdenes (y
por consiguiente las valoraciones y los abanicos) por evaluación. Por supuesto, el estudio
de valoraciones, un tema que siempre~p interesado en geometría algebraica (ver [Z], [Ab];
[AGIR],[Pu) para el caso de superficies reales), involucra argumentos específicos de teoría
de valoraciones, como extensiones de Galois, la desigualdad fundamental, etc.
Todo esto tiene dos consecuencias importantes:
(i) Se reinterpreta geométricamente toda de la teoría de valoraciones y abanicos que
subyace a la basicidad en dimensión 2. De hecho, no se usan los resultados generales
de esa teoría, si no que se obtienen a partir de nuestros criterios.
(u) Se dan algoritmos que resuelven los problemas tratados.
Estos procedimientos algorítmicos se consiguen combinando nuestros resultados con di-
versos algoritmos de geometría algebraica real (alguno de ellos modificado). Destaque-
mos aquí los siguientes: computación de las ramas analíticas locales y globales de una
curva algebraica real ([CPRRR]), computación de la topología de un semialgebraico plano
([AíRa]), computación de factores irreducibles de polinomios ([Ka]), verificación de la
propiedad de separación local de semialgebraicos ([ABF1]).
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Capítulo 1
Preliminares
En este capítulo recopilaremos algunos conceptos y notaciones que usaremos a lo largo de
la memoria. Comenzaremos recordando, en las secciones 1 y 2, algunas generalidades sobre
los conjuntos semialgebraicos y el espectro real. En la sección 3 repasaremos cuestiones
concernientes a la compatibilidad de órdenes y valoraciones. Finalmente, en la sección
4, haremos una breve introducción al concepto de abanico. Todo lo relativo a conjuntos
semíalgebraicos y álgebra real que se usará puede encontrarse, principalmente, en [BCR].
1 Conjuntos semialgebraicos básicos
Sea X un conjunto algebraico irreducible de R~, es decir
X = {x = (x1,...,x~) E R~ : fi(x) = O,...,f7(z) = 0}
con fi,..., f~ E R[xi,.. . ,x,~] (=anillo de polinomios en a variables con coeficientes en R).
Podemos considerar X como el conjunto de ceros de un único polinomio h E R[zí, . . .
tomando
Sea R}X) el anillo de funciones regulares de X, definido como sigue: h E R4X) si y
sólo si h = f¡g en X con 1,9 E R[xí,. . .,x~]¡J(X) y g(z) # O para todo x EX.
Definición 1.1 Un subconjunto 3 de X es semialgebraico si existen funciones regulares
sobre X, f,1,..., fí,~,gj E JZ(X) con 1 < ~ < t tales que
3 = U{~ eX : f11(x) >0,... ,fc,1(x) > 0,g~(x) = 0}.
i=i
Escribiremos 3 U{f¿~ > 0,..., fí,~ > 0,g, 0}.
Teorema 12 (Teorema de finitud) Sea 3 G X un conjunto semialgebraico abierto
(resp. cerrado) en la topología usual de R~ restringida a X. Entonces 3 es unión finita
de conjuntos semialgebraicos del tipo:
{fí >0,...,f, > O}
(resp. {x : fi > O,...,f~ > 0})
con f’,. .. , f~C 7Z(X).
J
J
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Demostracion: En [BCR, 2.7.1] está demostrado el teorema de finitud para semialge-
braicos de R~. Un semialgebraico cerrado en X se puede poner con 3 = .9 fl X; con lo Jcual, se deduce inmediatamente el teorema para cerrados. Por otra parte si 3 es abierto
semialgebraico, se aplica el caso cerrado, ya probado, al complementario X \ 3. U
A la vista del teorema de finitud se plantea de forma inmediata el definir los semial- J
gebraicos abiertos básicos y cerrados básicos.
Definición 1.3 Un subconjunto semialgebraico 5 de X es abierto básico (resp. cerrado J
básico) si existen fi,... ,f, E 7Z(X) tales que
5= {x:f1 >0,...,f~>0} J
(resp. 3={x:f1 >0 f5>0}).
Definición 1.4 Un conjunto semialgebraico 3 de X es abierto principal (resp. cerrado Jprincipal) si existe f c 7Z(X) tal que
3 = {f > 0} (resp. 3 = U =0>)
Observación 1.5 En X manejaremos dos topologías: la topología usual heredada de R~
y la topología de Zariski. Denotaremos con un subíndice Z las operaciones en esta última
topología. J
Sea 3 un subconjunto de X. Entenderemos por frontera de Zariski de 3, y la deno-
taremos 823, la adherencia en la topología de Zariski de la frontera usual 83 de 3: J
= Adh2 (3’ \ mt(s)) = Adli2 (Sn X \ s).
Observaciones 1.6 Sea 3 un conjunto semialgebraico en X. J
1) Si 3 es cerrado básico, entonces 3 es cerrado.
2) Si 3 es abierto básico en X, entonces 823 fl 5 = 0. j
En efecto, supongamos 5 = {f~ > 0,..., f~ > 0> con fa,..., f, E 7Z(X). Para cada
z « 3 existe i E {1,. . . ,s} tal que f1(x) =0; si además z ES, sólo puede ser f~(x) = 0.
Consecuentemente, 3 \ 3 c {fí . f~ = 0>. Teniendo en cuenta que {fi ... f~ = 0> es un
cerrado de Zariski, Adhz(S \ 3) c {fi f9 = 0>. Por otra parte {fí ... f8 = 0> fl 5 = 0,
con lo cual Sn Adhz(S \ S) =0. 0
Observación 1.7 ([BCR, 2.8]) Se define la dimensión de un conjunto semialgebraico 5 J
como la dimensión de su adherencia de Zariski, Adh2(S) (es decir, la dimensión del anillo
... , z,.j/J(S)). Evidentemente, dim(3) =dim(X), y como es de esperar coincide J
con la dimensión topolo~ca usual usual. En particular se tiene:
a) dim(S) = dim (3’)= dim(Adh2(S)),
b)dim(S\3) <dim(S), J
c) Si 3 es un abierto no vacio contenido en Reg(X), entonces dim(3) = dim(X).
Definición 1.8 Dos conjuntos semialgebraicos 5 y T de X son genéricamente iguales si J
dim((S\T)U (T\S)) <dim(X);
en otras palabras, existen h E R-(X), /t ~ 0, tal que .9 \ {h = 0} = T \ {h = 0}. J
J
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Observación 1.9 Evidentemente, ser genéricamente igual es una relación de equivalen-
cia, cuyas clases son estables por isomorfismos birracionales de X. Además, genéricamente
no es posible distinguir entre abiertos y cerrados.
Dado un semialgebraico 5 de X, sea
= mt (lid(S) fl Reg(X)
)
Llamaremos a este conjunto semialgebraico abierto, el semialgebraico regularmente abierto
asociado a 3. Claramente, 3 y 3* son genéricamente iguales; además, se obtienen de modo
inmediato las siguientes propiedades:
a) 3 y T son genéricamente iguales si y sólo si 3 —
b) (3j* = 3’;
c) .9 = W para algún sernialgebraico T si y sólo si 3 =
d) Si 5=3, entonces mt (5) =3.
Definición 1.10 Un conjunto semialgebraico 3 de X es genéricamente básico si es ge-
néricamente igual a un abierto básico; y es genericamente principal si es genéricamente
igual a un abierto principaL
Observaciones 1-11 1) Un semialgebraico es genéricamente básico si y sólo si existe un
conjunto algebraico G estrictamente contenido en X tal que 3 \ C es abierto básico.
En efecto, si 3 \ {h = 0> = B \ {h = 0>, donde B es abierto básico, entonces
3 \ {h = 0> = B n {h2 > 0}.
2) Un semialgebraico 3 es genéricamente básico si y sólo si su asociado 3* es genéri-
camente básico.
3) Ser genéricamente básico se conserva por isomorfismos birracionales. O
Para dim(X) =1 todo semialgebraica abierto (resp. cerrado) es abierto (resp. cerra-
do) principal (ver [Rz]). Sin embargo, en dimensión 2 es sencillo encontrar ejemplos de
semíalgebraicos no básicos.
Ejemplo 1.12 El primer ejemplo de un semialgebraico abierto 3, no abierto básico fue
dado por Lojasiewicz (ver [la, n’15]):
3 = {x < 0> U {~¡ <0> G
5
La frontera de Zarsiki de 3 es 82.9 = {xy = 0}. Por lo tanto 8~3 flS # 0. Entonces, como
hemos observado en 1.5, 5 no es abierto básica.
De hecha, podríamos decir que éste es el único ejemplo de no básico; ya que este
fenómeno (i.e., la adhérencia de Zariski de un abierto de la frontera de .9 atraviese 3) -
resulta ser la única obstrucción “genenca.” a la basicidad. Para detalles sobre estas afir-
maciones remitimos a [AR2j y al capítulo II de esta memona.
J
J
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JA continuación daremos un ejemplo de semialgebraico 3 c R2 que no interseca a
su frontera de Zariski, pero no es abierto básico. Con ello pretendemos aclarar en qué Jsentido el ejemplo de Lojasiewicz es el única y plantear una cuestión que se resalverá en
los capítulos II y IV.
Ejemplo 1.13 SeaS={(y—z)(y—2x)<0}U{(y+x)(y+2z)<0,z>0>CR2. J
Con un dibujo de 5’ es fácil ver que 8~S fl 3 = ~. Por otra parte, haciendo una explosión
ir : x P
1(R) —* en el origen obtenemos un semialgebraico T cuya imagen ir(T) (que Jes birregularmente isomorfa a T) es genéricamente igual a 5. Obsérvese que T presenta
la misma obstrucción que el ejemplo de Lojasiewicz; luego, 3 no es genéricamente básico.
•1) 5 y
x
Una de las cuestiones que nos planteamos en esta tesis es encontrar condiciones
geométricas en X (esto es, sin necesidad de realizar transformaciones birracionales) que
expliquen situaciones de este tipa. En este ejemplo, es fácil dar un argumento que de-
muestre la no basicidad sin necesidad de explotar.
Supongamos que 3 = {f’ > 0,... ,f, > 0> con ~ E R[x,y]. Para A E R
denotemos por L~ la recta a través de (0,0) de pendiente A, LA = {(t, At) : t E R> G R
2.
Por un lado, para todo A E (1,2) tenemos que L~ \ {(0,0)> c 3. Entonces, para todo
x e L~ \ {(0, 0)> y para todo 5 = 1,..., 8 se verifica que f~(x) > 0.
Por otra lada, para todo A E (—2,—1) tenemos que {(x,y) E L~ : x > 0> C 3
y que {(x,y) E L~ : z < 0} c X \ 3; es decir, existe jo E {1,. . . ,s> tal que
cambia de signo en un entorno de O cortado con Lx. Sea fk(x,y) = Saí&xíyk, con lo
cual f(t, Al) = E a
4AktÍ+k. Tomemos 1 = min{i + k : alk # 0}. Entonces, para todo
A e (—2, —1) excepto un número finito, se tiene
~ >LL+k=l alkAk > O para t > O suficientemente pequeña;
~
t YZ+k=l aíkAk < O para t < O suficientemente pequeño.
Por lo tanto, 1 tiene que ser impar.
Pero, también para todo A e (1,2) excepto un número finito, se tiene
tt >L+~=í a~A” > O para t> O suficientemente pequeño;
0 >3,+&=í aíkAk > O para e < O suficientemente pequeño.
Por lo tanto 1 tiene que ser par. La cual es una contradicción con lo obtenido arriba.
En consecuencia, 3 no puede ser abierto básico.
u
J
r __
3~=2I
11=””
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2 Espacios de 6rdenes
En esta sección incluiremos algunas generalidades sobre el espectro real, los conjuntos
constructibles y el operador tilde ([BCR], [Lm] y [ABR2I).
Espectro real
Sea A un anillo conmutativo con unidad. Recordemos que un cono primo a de A es un
subconjunto de A que verifica las siguientes propiedades:
(i) a + b, ab E a, para todo a, b E a;(u) a2 E a, para todo a E A;
(iii) —1 « a;
(iv) ab E a =~‘ a E a ó —b E a.
Un cono primo es equivalente a un par (p,=)donde » = a fl —a es un ideal primo de
A y < es un orden en el cuerpo residual k(p) de p. El ideal p se llama soporte de a y se
denota Sop(a). Adoptaremos la notación f(a) > O (resp. = 0, < 0) ó a(f) > O (resp.
— O < 0) para indicar que f + p es > O (resp. = O, <O) para el orden < de k(~~).
Definición 2.1 El espectro real de A, que denotaremos Specr(A), es el espacio topológico
formado por todos los conos primos de A, con la topología dada por la base de abiertos
U(f
1,. . . ,f,) = {a E Spec~(A) : fi(a) >0,... ,f~(a) >0>
con fi,.. . , f, E A.
Observación 2.2 Un caso al que prestaremos especial atención, es el de un cuerpo A =
K. Entonces, Spec~(K) es el espacio de órdenes de K.
Si A es un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones, el espectro real de K
resulta ser el subespacio topológico del espectro real de A formado por todos los conos
primos con soporte (0).
Definición 2.3 Sean a43 E Spec~(A). El cono primo ¡3 es una especialización de a, lo
que denotamos a —* ¡3, si a c ¡3. En este caso decimos también que a es una generización
de/3.
Observación 2.4 Un cono primo (3 es una especialización de a si y sólo si ¡3 E Adh({a>).
Las especializaciones de un elemento a E Specr(A) forman una cadena totalmente orde-
nada.
Definición 2.5 Un subconjunto C del espectro real de A es un conjunto constructible si
existen fíjj,g~ E A, con i = 1,... ,t, 5 = 1,... ,s~, tales que
C = U{a E Spec~(A) : f11(a) >0,... ,f.~1(a) > O,g~(a) = 0>.
1=1
Escribiremos C = U{a : fn > O,...,f;,1 > 0,g¿ 0>.
J
J
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Los constructibles de Spec~(A) generan otra topología en Spec,(A), más fina que la
de Harrison, que llamaremos topología constructible. El espectro real con la topología Jconstructible resulta ser un espacio topológico compacto y totalmente desconectado, en
el cual los conjuntos a la vez abiertos y cerrados son precisamente los constructibles. Si A
es un cuerpo, ambas topologías coinciden. En lo que sigue, consideraremos la topología J
de Harrison, salvo mención expresa de otra cosa.
Definición 2.6 La dimensión de un cono primo a E Spec,(A) es la dimensión del anillo J
A/p.
La dimensión de un constructible C de Spec~(A) es el supremo de las dimensiones de
los conos primos de A contenidos en C. J
Ejemplo 2.7 ([BCR, 1.1.2 y 7.1.4]) Sea A = R[x] el anillo de polinomios en una variable J
con coeficientes reales, el espectro real de A está formado por los siguientes elementos:
— El soporte p de a es un ideal maximal, entonces k(p) = IR y a se identifica de modo
natural con un punto a E IR como sigue: dado f E R[x], f(a) > O (resp. = 0, < 0) si y J
sólo si 1(a) > O (resp. = O, < 0).
— El soporte p de a es (O), en este caso a es un elemento de Spec,(R(x)) y se identifica
de modo natural con uno de los siguientes conos primos: sea a E R, J
tÉ f(a~) >0 si y sólo si existe e >0 tal que f(y) =0para todo yE (a,a+e)
a : f(aj>Osiysólo siexistee>Otalquef(y) =OparatodoyE(a—e,a) J
+oo : f(+oc)>OsiysólosiexistemERtalquef(y)=Oparatodoy>m
—00 : f(—oc)>OsiysólosiexistemERtalquef(y)=Oparatodoy<m
En lo que respecta a la topología, no es difícil comprobar que está generada por los
intervalos [a+,bj, [—oc,bj y [a~,+oc],para a,b E R. JEn consecuencia, Spec~(R(x)) — {a+ os, ±oo,—oc : a E R}. Además, tenemos las
siguientes especializaciones en Spec~(R[z]): a+ y & especializan al cono primo a, mientras
que +00 y —oc no tienen especialización de dimensión 0. 0 J
Concluimos este repaso general del espectro real de un anillo, reseñando el caracter
functorial de este. Concretamente, si 4’ : A —* B es un homomorfismo de anillos, entonces J
tenemos una aplicación 4’ : Specr(B) —> Specr(A), donde 4r(a)(f) = a(4’(f)) para
fEA.
Operador tilde
Sea X G R~ un conjunto algebraico real irreducible, denotemos por R(X) el anillo de J
funciones regulares de X y por )C(X) su cuerpo de fracciones, esto es, el cuerpo de
funciones racionales de X. El cuerpo K(X) es formalmente real. J
El operador tilde nos da la relación entre los semialgebraicos de X y los constructibles
de Specr(R.(XJ) (o de Specr(K(X))). Denotaremos por .4 el conjunto de semialgebraicos J
de X, y por .4 el conjunto de constructibles de Spec7(7Z(X)). J
J
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Definición 28 El operador tilde, entre A y .4 es la siguiente correspondencia: a un
conjunto semialgebraico
r
S = fj~ >0,.. .,fj~ > O,g~ = 0> CX
1=1
le hacemos corresponder el constructible
r
= U{o: Li >0,... ,fí~ >0,g~ = 0> C Spec~(7Z(X)).
t=1
Este operador es, de hecho, un isomorfismo entre .4 y A. En el siguiente teorema
aparece recogida esta afirmación. Este resultado es una consecuencia del teorema del ho-
momorfismo de Artin-Lang ([BCB., 4.1.2]) y del teorema de finitud (1.2), su demostración
completa opuede verse en [BCR, 7.21.
Teorema 2.9 El operador tilde está bien definido y da una biyección entre A y 2 que
conserva las operaciones conjustistas (uniones finitas, intersecciones finitas y complemen-
tarios) y las operaciones topológicas (adherencias e interiores).
Observacion 2.10 Tenemos una inmersion canonica de X en Spec~(A), de tal modo que
cada x E X puede ser visto como el cono primo de soporte el ideal maximal m de x y con
el único orden de R en el cuerpo residual k(m~) = R. De hecho, estos son los únicos conos
primos de dimensión 0 de A. Así, para todo constructible C de Spec~(R.(X)), O fl X es
un semialgebraico definido por la misma fórmula que O. La aplicación O —* O n X es la
inversa del operador tilde.
Observación 2.11 En relación con el carácter functorial del espectro real, cabe señalar
que el operador tilde se comporta bien con respecto a las funciones semialgebraicas (i.e.,
las funciones entre conjuntos semialgebraicos cuyo grafo es también un conjunto semial-
gebraico [BCR, 2.2.5]). En concreto, dada una función semialgebraica f : 3 —* 2’, existe
una única aplicación f : 3 —* 2’ tal que f1(T’) = f—’(T’), para todo semialgebraico
2” ci 2’; además, si f es homeomorfismo entonces f es homeomorfismo (ver [BCR, 7.2.81).
Definición 2.12 El operador tilde genérico entre A y 2 ri Spec~(K(X)) asigna a un
semialgebraico 3 el constructible 3 fl Spec,JK(X)) de Spec~(K(X)).
El operador tilde genérico es obviamente suprayectivo. Sin embargo, no es inyectivo,
como podemos comprobar en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.13 Sea X = R y consideremos los semialgebraicos 3 = IR \ {1} = {t # 1> y
2’ = R \ {0> = {t # 0}. Cualquier orden en K(X) hace t ~ 1 y t # 0, luego
3 fl Specr(K(X)) = 2’ fl Spec,(K(X)) = Spec~(K(X)).
Pero, 3 # 2’, con lo cual no se tiene la inyectividad.
J
J
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J
Explicitemos a continuación hasta que punto no es inyectivo el operador tilde genenco.
Proposición 2.14 Sean 3 y 2’ dos conjuntos sernialgebraicos contenidos en X. Entonces, J
S fl SpecrQC(X)) = T ri Specr(K(X)) si y sólo si 5 y 2’ son genéricamente iguales.
Demostraczon: Supongamos que 5’ y 2’ no son genéricamente iguales y sea, por ejemplo, J
dim(X) = dim(3\T). Entonces existe x E Reg(X) y un entorno semialgebraico U ci 5\T
de x de dimensión igual a la dimensión de X. Como el anillo R(X)~~2 es regular existe Jun cono primo a en 7Z(X) de soporte (0) tal que a —* x (JBCR], cap.10). Puesto que
x E U, a E U ci .9 \ 2’. Por lo tanto, Sn Spec~(K(X)) ~ 2’ fl Spec~(K(X)), ya que que
a E Spec~(K(X)). J
Recíprocamente, supongamos que .9 y 2’ son genéricamente iguales. Obsérvese que
S\{h = 0> = Sn{h2 > 0} y como el operador tilde conserva las operaciones conjuntistas, Jtenemos 5’ \ {h = 0> fl Spec~(K(X)) = Sn Spec~(K(X)).
De aquí obtenemos el resultado. O J
Denotemos A’ = {3’ : 3 E ~> ci .4, donde 3’ es el semialgebraico regularmente
abierto asociado a 3, definido en la observación 1.9. J
Proposición 2.15 El operador tilde genérico restringido a ..4 es biyectivo.
Demostración: Dados dos semialgebraicos 3 y 2’ en X, aplicando 2.14.y 1.9 se tiene: J
Sn Spec~(K(X)) = Tfl Specr(K(X)) si y sólo si 3 y 2’ son genéricamente iguales si y sólo
si 3’ = TI Con lo cual el operador tilde genérico restringido a es inyectivo. J
Por otra parte, todo semialgebraico 3 es genéricamente igual a 5”. En consecuencia,
tenemos la sobreyectividad. O
J
J
J
J
J
J
J
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3 Valoraciones reales
En esta sección pondremos de manifiesto las relaciones entre los elementos del espectro
real de un cuerpo y los anillos de valoración de este. Para generalidades sobre anillos de
valoración remitimos a (Bou] y [ZS].
Un anillo de valoración V de un cuerpo K es un anillo de valoración real si el cuerpo
residual kv de V es formalmente real.
Sea K un cuerpo real y V un anillo de valoración de K
Definición 3.1 Sea a E Spec~(K). Un anillo de valoración V de K es compatible con
a st para todo x E K, y E V tales que O < x <y es x E y (i.e. V es convexo en K para
a). Diremos también que V y a son compatibles.
Notación 3.2 Sea V un anillo de valoración de K. Denotaremos por mv su ideal
maximal, por kv su cuerpo residual y por p : V —> kv = V/mv el homomorfismo
p(x) = x + mv = ~, que da el lugar canónico asociado a V.
En la siguiente proposición recogeremos algunas propiedades de órdenes y valoraciones
compatibles; las demostraciones pueden verse en [BCR, 10.1].
Proposición 3.3 Sea V un anillo de valoración de K y a E Spec~(K). Se verifica:
1) y y a son compatibles si y sólo si 1 + ~v está contenido en el cono positivo de a.
2) Si V es compatible con a, podemos dar un orden ~ en el cuerpo residual kv de V,
que llamaremos orden inducido por a, de la siguiente forma: dado ~ E kv, ~ > O si y
sólo si x es unidad en y y x > 0. Tenemos que a —> ~ en Spec~(V).
3) Sea W otro anillo de valoración de K compatibles con a, entonces V ci W o
W ci y; es decir, los anillos de valoración compatibles con un orden forman una cadena
totalmente ordenada por inclusión.
Definición 3.4 Sean A un anillo conmutativo con unidad y a un orden en un cuerpo
K D A. Se define el cierre convexo de A en K respecto de a como el conjunto siguiente:
= {x E K: existe a E A con —a < z <a>.
Proposición 3.5 El cierre convexo de A en K respecto de a es el menor anillo de val-
oración de K compatible con a que contiene a A. Además, todo anillo de valoración W
de K tal que 14, ci W es compatible con a.
Demostración: Es sencillo comprobar que Vo es un anillo de valoración y que A ci 1”o~ Sea
W anillo de valoración de K compatible con a tal que A ci W y sea z E Vo. Supongamos
que x > O (en caso contrario se reemplaza z por —x). Existe a E A ci W tal que O < x a
y por ser W convexo para a, x E W. Luego, 14, ci W y es compatible con a.
Sea W un anillo de valoración de K tal que 1”o ci W, entonces existe un ideal primo p
de V
0 tal que W = (14,)» ([Bou, §4]). Sean x E K, y E W tales que O < x <y; pongamos
y = z/s con z E 14,, a E 14, \ p y a > 0. Entonces, O <az < z E 1ro, con lo cual ex E 14, y
z E W. O
J
J
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Ejemplo 3.6 Sean K un cuerpo y a un orden en K. Denotemos por 110 el cierre convexo
de Q en K respecto de a. Cualquier anillo de valoración W de K compatible con a Jcontiene a Q, con lo cual 110 G W (3.7). En consecuencia, Vo es el menor anillo de
valoración de K compatible con a.
Proposición 3.7 Sea p : K —* kv U {oc} el lugar canónico asociado a un anillo de
valoración V de K y sea ~ E Spec~(kv). Entonces, se tiene:
1) Existe a E Spec~(K) compatible con 11 y que induce ~ en kv. En este caso decimos
que a es una elevación a K de ~.
2) Si W0 es un anillo de valoración no trivial de kv compatible con ~, entonces el
anillo de valoración V~ = p
1(Wo) es compatible con a. Además, W
0 es el cierre convexo J
de Q en kv respecto de ~ si y sólo si 14, es el cierre convexo de Q en K respecto de a.
Demostraczon: Para la primera parte ver [BCR,10d.8]. Para la segunda basta observar
que todos los anillos de valoración contenidos en uno dado están en biyección con los
anillos de valoración de su cuerpo residual ([Bou, §4]), con lo cual los anillos de valoración
de kv compatibles con ~ se corresponden a través de p con los anillos de valoración de K
compatibles con a y contenidos en 11. O
Para finalizar este repaso general por las valoraciones reales, recordaremos el teorema J
de Baer-Krull que determina el número de órdenes compatibles con 11 que elevan un orden
dado en kv. La demostración deeste resultado puede verse en [BCR, 10.1.10]. J
Teorema 3.8 Sea V un anillo de valoración de K y sea 1~ E Spec~(kv). Existe una
biyección entre el conjunto de elementos de Spec~(K) compatibles con 11 que inducen ir J
en kv y el conjunto de homomorfismos de grupos del grupo de valores Pv de V en Z2.
En el resto de la sección sea K una extensión finitamente generada de IR y a un orden Jen K. A continuación estudiaremos algunas propiedades de los de anillos de valoracion
compatibles con a. Tomemos un modelo compacto X ci IR” de K; es decir, X es un
conjunto algebraico real irreducible y compacto tal que su cuerpo de funciones racionales J
K(X) es isomorfo a K. Tal modelo siempre existe: basta tomar la adherencia de Zariski
de X en P~(R). j
Definición 3.9 Un elemento a de Spec~(K(X)) está centrado en un punto a E X si para
todo f E 7Z(X) tal que f(a) > O se verifica que 1(a) > 0; en otras palabras a es una
generización del cono positivo de Spec~(R}X)) definido por a. J
Obsérvese que, en este caso, V~ es también el cierre convexo de R en K respecto de a.
Proposición 3.10 Sea a E Spec~(K(X)). Entonces, el cierre convexo V~ de R en K(X)
respecto de a verifica las siguientes propiedades: J1) El cuerpo residual kv0 de yo es R.
2) El anillo de funciones regulares R(X) de X está contenido en Vo.
3) a está centrado en un punto a E X tal que 1”o domina al anillo local de a, R4X)m«;
es decir, el ideal maximal m~ de a en fl(X) coincide con la contracción mv0 11 7Z(X).
J
J
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Demostración: 1) Basta observar que (kv,,, ~) es una extensión ordenada arquimediana
de R, y IR no posee extensiones arquimedianas propias.
2) Sea f E 7Z(X). Por ser X compacto existe M E Q tal que para todo x E X,
—M < f(x) < M. Entonces para todo x E X, (M — f)(x) > O y (M + f)(x) > 0. Por el
homomorfismo de Artin-Lang ([BCR, 4.1]) se obtiene que M — f y M + f son positivos
en cualquier orden de K(X). Así, f <a M y —M <~, f; con lo cual, f E Vo.
3) Consideremos el ideal primo it = mv,, fl 7Z(X).
R”+R(X) c*¡4~
.3 1~ 1’
R.(X)/m ‘—> R
Tenemos 1Z(X)/m s=±R y por lo tanto it es maximal. Sea p : R4X) —* R4X)/m = IR el
homomorfismo canónico, y a1 = p(x,) (1 =i =n), siendo x1 la clase de la coordenada x~
en IR[xí,...,z~]/J(X) ci 7Z(X). Tenemos x,—a, E my (ri —a1,... ,x~—a~) Cm, ya que
p(aí) = a1. Así, it = (xi — a1,.. .,x,, — a~) es el ideal maximal de a = (ai,. . .,a~). Sea
ahora f E R(X), f « it; entonces, f ~ mv,,, con lo cual uf E 14, y con esto 7Z(X)~~ C yo.
Notese que p : R}X) —* R; f —* f(a), pues f — f(a) E it.
Finalmente, veamos que a está centrado en a: sea f E 7Z(X) tal que f(a) > 0. Sea
Po : Vo —* kv,, = IR el homomorfismo canónico y ~ el orden inducido en kv,,. Entonces
7 = f(a) E kv,, y es distinto de cero. Con lo cual f es unidad y 7> 0, luego f(a) > 0. 0
Observación 3.11 Si X no es un modelo compacto de K, existen órdenes a de K(X)
tal que 7Z(X) no está contenido en el cierre convexo de R en K(X) respecto de a; en este
caso, diremos que el centro de un orden de K es un punto del infinito. De hecho, en una
compactificación (É,i) de X, a estará centrado en un punto de X \ i(X).
Por ejemplo, el orden de 111(x) que hemos denotado +oc en 2.6, tiene por cierre convexo
el anillo IR[1¡x](¶/~). Si consideramos la compactificación de Alexandroff de R, que es la
circunferencia unidad en IR
2 con la proyección estereografica desde el punto (0,1), tenemos
que +00 está centrado en (0,1).
Ejemplo 3.12 ([BCR, 10.3]) Usando los resultados anteriores podemos describir el es-
pectro real del cuerpo de funciones racionales de una curva.
Sea X E R” una curva algebraica real compacta. Un elemento a E Specr(K(X)),
está centrado en un punto a E X de tal modo que mv, fl R(X) = m
0, donde V0 es el
cierre convexo de IR en K(X) respecto de a. Además, dado que K(X) es una extensión
finitamente generada de IR de grado de trascendencia 1, tenemos que rg(11o) = 1. Luego,
11~ es el único anillo de valoración compatible con a.
Así, a admite una especialización de dimensión 0, a —* a. Con lo cual, a E A, donde
B es una semirrama de X en a. Por lo tanto, tenemos un homeomorfismo semialgebraico
[0,1) —~ BU {a> ([BCR, 9.4.1]), que nos da un homeomorfismo ~: (0,1] —~ A (2.11).
Teniendo en cuenta que 0~ E [0, 1) es el único punto de Spec~(R[x]) que admite a O por
especialización, obtenemos que a es el único elemento de B que especializa en a. Por lo
tanto, a está caracterizado por una semirrama de X en a.
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4 Abanicos
Un orden en un cuerpo K puede interpretarse como una signatura; esto es, una aplicación J
a : K \ {0> —* {+1, —1> definida de la siguiente forma:
a(x)=+1 siz>0 J
a(z)=—1 six<0
Recíprocamente, toda signatura a : K \ {0} —* {+1, —1> tal que a(xy) = a(z)a(y), J
a(—1) = —1 y a(x + y) = 1 si a(x) = a(y) = 1, induce un orden en K cuyos elementos
positivos son {x E K : a(x) = +1>. J
En lo que sigue trabajaremos indistintamente con órdenes y signaturas. Considerare-
mos el producto de dos órdenes su producto como signaturas.
Definición 4.1 Sea K un cuerpo real. Un subconjunto F de Spec7(K) es un abanico de
Ksielproductodecualesquiera3elementosdeF es un cuartoelementodeE.
Se deduce inmediatamente de la definición que el cardinal de un abanico E de K es de
la forma 2k, con k e Z, k > 0. A los abanicos de 1 ó 2 elementos los llamaremos triviales.
Observación 4.2 Cuatro órdenes a1, a2, a3 y a4 de K forman un abanico si y sólo si
a1 a2 a3 = a4. JEn efecto, basta comprobar que si a1 a2 a3 = a4 entonces cualquiera de los cuatro
órdenes es igual al producto de los otros tres. Sea i,j,l E {1,2,3>,
a4 = a1~ a5 a1• a2• a3 = al. J
(En otras palabras: niguno de estos órdenes puede ser separado de los otros tres mediante
un elemento de K.)
Ejemplo 4.3 Sea K = K(X), siendo X una curva algebraica real. Entonces todo abanico Jde K es trivial.
Sea F un abanico no trivial de K, entonces existen al menos 4 elementos a1, a2, a3,
a4 en E que forman un abanico. Tomemos f,g E K de tal modo que f separa a1 de a2
(y por lo tanto separa a3 de a4) y y separa a1 de a3 (y por lo tanto separa a2 de a4). J
Luego, eligiendo convenientemente f y y, podemos suponer que f,g E YZ(X) y que
aí(f) <0 a2(f) > O ai(f) <0 a4(f) > O J
aí(g) >0 a2(g) <0 aa(g) <0 a2(g) >0
Consideremos ahora el constructible 3 = {a : f > 0,g> 0> de Specr(7Z(X)); tenemos
que a4 E 5 y a1,a2,a3 ~ S. Sea 3 = {f > 0,g > 0> el semialgebraico de X que
se corresponde con 3. Entonces, existe h E R(X) tal que 3 = {h > 0>, ya que todo J
semialgebraico en X es principal.
Por lo tanto, a4(h.) > 0, mientras que a~(h) < O para i = 1,2,3. En consecuencia, J
estos 4 elementos no forman un abanico, en contra de nuestra hipótesis. O
J
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(4.4) Construcción de abanicos sobre un anillo de valoración discreta. Sea 11 un
anillo de valoración discreta no trivial de un cuerpo arbitrario K, mv su ideal maximal,
kv = 11/it su cuerpo residual y p : 11 —* kv; f —~ Y = f + itv. Sea t un parámetro
uniformizador de 11.
Lerna Sea r E Spec~(kv). Entonces, podemos definir dos órdenes totales distintos a y
¡3 en 11 de la siguiente forma:
a(f) =
¡3(f) =
szendo f E 11 tal que f = u t”.
Demostración: Comprobaremos que ¡3 es orden total en 11; para a la demostración es
análoga. Sean f,gE 11 tales que f =u~t” yg v ~t’» conn =myu,v unidades.
(i) Supongamos que ¡3(f) = ¡3(g) = +1; entonces f + y = (u + vtm-n)tn = itt”.
Si n <m se tiene que iii = II y it es unidad. Así,
¡3(f + g) = rQUi)(—1)” = r(ifl(—i)” = ¡3(f) = +1.
Si n = m se tiene f + y = (u + v)t” y rQii) = r(fl, luego r(ii + iY) = r(i¡) y u + u es
unidad. Así,
¡3(1 + y) = r(i¡ + ii)(—ly’ = ¡3(f) = +1.
(ji) Supongamos que ¡3(f) = ¡3(g) = +1. Se tiene fg = uvtn+m y uy es unidad,
entonces
¡3(fg) = rQiZiY)(—i)”~m = r(íi)(—1)”rQU)(—1)m = /3(f)¡3(~) = +1.
(iii) ¡3(f2) = r(i¡2)(—1)2” = +1, para todo f E 11.
Luego /3 es un orden en 11. 0
Recordemos que a (resp. ¡3) es una genenzación de r, cuando consideramos a (resp.
¡3) y ir en Spec~(11). Así mismo, esta condición a —* r (resp. ¡3 —* ir) y el signo a(t) (resp.
/3(t)) determinan completamente a (resp. ¡3). En consecuencia, a y ¡3 son las únicas
generizaciones con soporte (0) de - en Spec~(V), que denominamos elevaciones de ir a K
(3.7).
Señalemos que el modo en que hemos construido a y ¡3 no es más que un caso particular
del teorema de Baer-Krull (ver [BCR, 10.1.10]).
Si consideramos dos órdenes distintos ir
1 y ir2 en kv, es sencillo comprobar que sus
cuatro elevaciones forman un abanico tal que todos sus elementos son compatibles con 11.
Gráficamente representaremos este abanico de la siguiente forma:
11 a1 a3 a2 a4
kv ir1 ~ ir2
Si todos los elementos de un abanicos E de K son compatibles con un anillo de
valoración 11, diremos que 11 y E son compatibles.
SI
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Si un abanico F y una valoración 11 son compatibles, E induce un abanico en el cuerpo
residual kv de V. Así, si kv posee un único orden, todo abanico compatible con 11 es
trivial. En general, las elevaciones de un abanico de 2k elementos en kv forman un abanico
de 2k+1 elementos en K.
Ejemplo 4.5 Construyamos un abanico en R(x,y) por el procedimiento anterior Para SI
ello consideremos el anillo de valoración discreta IR[x,y](~) de R(x,y) cuyo cuerpo residual
es IR(x). Y tomemos en R(x) los órdenes r1 = 0+ que hace x > O y estrictamente menor SI
que todo número real positivo, y ir2 = 0 que hace x < O y estrictamente mayor que
todo número real negativo. Sus generizaciones a IR [z, y] ~ se obtienen haciendo y mayor
y menor que cero en ambos casos. Obtenenemos así un abanico E = SI
compatible con IR[x, Y](y>. Geométricamente representaremos este abanico a través del
operador tilde del siguiente modo:
0\/I
04 O~
‘~2 ~‘
Concretamente, todo abanico no trivial de R(x,y) compatible con R[x,v](~ está for-
mado por las elevciones de dos órdenes distintos de IR(x), ya que en IR(x) no hay abanicos
de más de 2 elementos.
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
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SI
SI
Capítulo II
Conjuntos semialgebraicos básicos
En este capítulo incluimos uno de los principales resultados de la memoria: un criterio
de basicidad en superficies compactas y no singulares. Dicho criterio nos permitirá re-
construir, para dimensión 2, toda la teoría de semialgebraicos básicos y abanicos de 4
elementos. De hecho, un aspecto fundamental de nuestro trabajo es que las demostra-
ciones se hacen con técnicas puramente geométricas, esto es, sin hacer uso del espectro
real, los espacios de órdenes, las formas cuadráticas, etc. Además, como veremos en el
capítulo IV, estos resultados proporcionan un procedimiento algorítmico para determinar
la basicidad.
Primero estableceremos las relaciones entre semialgebraicos básicos y genéricamente
básicos (sección 1). En la sección 2 daremos los criterios de basicidad y principaiidad (2.15
y 2.20). La sección 3 estará dedicada a la obtención de algunos resultados ya conocidos
sobre básicos (como por ejemplo las cotas de Br6cker-Scheiderer) usando lo expuesto en la
sección 2. Finalmente, en la sección 4, comenzaremos a vislumbrar el asunto a que alude
el titulo de esta memoria, la geometría de los abanicos: hay una estrecha relación entre las
propiedades que caracterizan la basicidad (2.15) y el comportamiento de ciertos abanicos,
lo cual nos lleva a úna demostración geometríca de la caracterización de la basicidad de
Br6cker (4.9) mediante abanicos de 4 elementos.
1 Conjuntos básicos y genéricamente básicos
Sea X ci R~ un conjunto algebraico real irreducible de dimensión d y sea 3 ci X un
conjunto semialgebraico abierto (resp. cerrado); esto es,
(11.1) 3 = ~ > 0,...,f~ >0>
¡=1
(resp. ~= U{f~í =0,...,f~8, =0>)1=1
para ciertos ~ E ~(X),i =
En esta sección estudiaremos algunas propiedades de los conjuntos abiertos (resp.
cerrados) básicos en superficies; es decir, aquellos semialgebraicos que pueden ser descritos
mediante una expresión 11.1 con t = 1 (1.1.3).
SI
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Observación 1.1 Sea 3 ci X un conjunto semialgebraico. Recordamos que SI
3’ = mnt (mnt(s) fl Reg(X)) SI
es el semialgebraico regularmente abierto asociado a 51.
Obsérvese que en el paso de mnt(.9) a 3’ hemos eliminado los puntos de mnt(S) de SI
dimensión menor que 2, mientras que hemos añadido los puntos de dimensión 2 interiores
a la adherencia de 3 que no estaban en mt(S). Con esto no es difícil comprobar que
8~3 ci 823
En efecto, como 3’ ci 3’ y 3’ n mnt(3) ci 3’, entonces 3’ \ 3~ ci 3’ \ mt(S). SI
Recordemos del capítulo m que un conjunto semialgebraico 3 de X es genéricamente
básico si el complementario en 3 de algún cerrado de Zariski es abierto básico. En esta SI
seccion daremos primero una condición suficiente para que un semialgebraico (en di-
mensión arbitraria) sea genéricamente básico, para pasar luego a resultados característicos
de la dimensión 2. SI
Proposición 1.2 Sea 3 un conjunto semialgebraico en X. Si 3 es genericamente básico
entonces dim(S’ fl 8~3’) <d —1. SI
Demostracion: Podemos suponer que 5 = 3’, ya que (.9’)’ = 3’ y si 3 es genéricamente
básico entonces 3’ también lo es. SI
Supongamos primero que X es un conjunto algebraico normal y sea 3 ci X un semi-
algebraico genéricamente básico tal que 5 = 3’. Consideremos fi,..., f. E 7Z(X) y un
conjunto algebraico C ci X con dim(C) =d — 1 tales que SI
Finalmente supongamos que dim(H n 3) = d — 1 para alguna componente irreducible H SI
de 8~S.
Sea p el ideal de H en 7Z(X). Como dim(Sing(X)) =d — 2, podemos tomar un punto SI
zo E Reg(X) fl Reg(H), entonces el anillo local R4X)~,,, localización de 7Z(X) en el ideal
maximal it de 2~¿j~ es factorial. Por lo tanto, dado que ht(pR4X)70) = 1, existe 1?. E p
tal que pR.(X)~,, = hR.(X)~,,. Sean ahora 9’,.. .~9r E R4X) tales que p = (gí,. ..,gr); SI
entonces existen A1,s1 E R4X) con s~(xo) # O (en particular s~ « p) tales que 5j9j = A,h,
parai=l r SI
Consideremos U = (X \ {s, ... s,. = O>) fl Reg(H), que es un abierto de Zariski en H
con la propiedad de que para todo z E U, ~3R(X» = hR<X)~. Sea zo E U. Entonces,
para cada j = l,...,s, fj — ph05 para algún aj =0y Pi E R}X)2,, tal que h no divide SI
a p, (en particular p, « PR4X)10). Luego p, = pj/qj, j = 1,..., a, donde p~j, q5 E R.(X) y
q5(xo) # 0.
Tomemos ahora W = U \ {pí . ~ = 0,qí . . q~ = 0> que es un abierto de Zariski SI
de H, en el cual qjfj = p~h
03, para j = 1,...,s. Además, para todo x E W, Pi y q~ no
cambian de signo en un entorno de x, mientras que it cambia de signo en un entorno de SI
SI
SI
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Teniendo en cuenta todo esto, dado x E W, 1, cambia de signo en un entorno de x si
y sólo si a1 es impar y no cambia de signo si y sólo si a1 es par.
Por otra parte, usando que dim(SflH) = d— 1, que dim(C) =d— ly que 8í,~j, q5 ~
concluimos que existe un abierto 12 denso de Zariski en W tal que f~ no cambia de signo a
través de 9, para todo j = 1,..., 5; luego, a5 es par para todo j = 1,..., a. Pero también,
dado que H es una componente de 823, tenemos que existe otro abierto 12’ denso de Zariski
en W tal que 9’ ci 3’ \ 3; entonces, puesto que 3 = 3’, existe 1 E {1,.. . ,s} tal que
cambia de signo a través de ST, luego a¡ es impar. Lo cual nos lleva a una contradicción.
Si X no es normal, tomemos su normalización real ir : k —* X (ver [To]) y denote-
mos 2’ = ir’(S), donde 3 es un conjunto semialgebraico de X en las hipótesis de la
proposicion. Entonces se verifica lo siguiente:
1) Dado que ir es un morfismo birracional, 3 es genéricamente básico si y sólo si 2’ es
genéricamente básico.
2) r(X) = {x E X : dim~(X) = d>.
3) Como X es normal y 3 = 3* = mnt (3’), tenemos que
2” = mt (7) = mt (ir’(3)) = ~c’(mt (3’)) = 2’
4)r(82’)=ir(T\T) =82’.
Supongamos ahora que existe una componente H de 823 tal que dim(H fl 3) = d — 1.
Sean H1,... ,H1 las componentes irreducibles de iC
1 (H), entonces, para todo 5 = 1,... , 1,
dim(iC’(H fl 3) fl H
5) = d —1, ya que al menos un H, de dimensión d —1 está en 8~2’.
Con lo cual, dim(2’ fl 8~2’) = d — 1, lo que es imposible por la primera parte de esta
demostración. . O
En el estudio de la basicidad genérica, no de la basicidad propiamente dicha, el regu-
larmente abierto 5’, asociado a un conjunto semialgebraico 5, juega un papel importante,
como podemos ver en los siguientes ejemplos.
Ejemplos 1.3 1)5eanX=R2y3=t{x2~y2<1,y
2>O}U{yzr0,0<x<1>ciR2,
el semialgebraico abierto de R2 formado por el interior de la circunferencia unidad menos
un radio.
Tenemos que 8~S = {z2 + y2 = 1> u {y = O}, luego dim(8~S fl 3) = 1. Sin embargo 3 es
genéricamente básico, ya que
5 \ {y = 0> = {x2 + y2 < 1,3,2 > o}
SI
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De hechoS # 3’ = {x2 + ~2 <1> y 823* n 5” =0 SI
Pero, en general el conjunto 3’ no es el candidato a basico dentro de los semialge- SI
braicos genéricamente iguales a 3, como comprobaremos en el siguiente ejemplo.
un 2) SeaS = {x2 + y2 — x~ > 0> ci IR2 el semialgebraico determinado por la cúbica con SI
punto aislado.
SI
SI
SI
El semialgebraico 3 es básico por definición, sin embargo 3’ = SU {(0,0)} no es básico J
ya que &S’ fl 5’ {(0,0)>. Luego en este caso 3* no es básico, pero es genéricamente
básico. SI
Un hecho característico de la dimensión 2 es la equivalencia entre semialgebraicos
básicos y genéricamente básicos; resultado, por otra parte, bien conocido (ver [Br2] y
[FG]). Daremos aquí una demostración directa de esto, inspirada en los citados trabajos.
En el resto de esta sección X será una superficie real contenida en R”.
Proposición 1.4 Sea 5 un conjunto semialgebraico de X. SI
(1) Sea 3 tal que 823 fl 3 = 0. Entonces, 3 es genéricamente básico si y sólo si 5 es
abierto básico; además, si 3 \ C = {f~ > 0, ... , f
8 > 0> para algiin conjunto algebraico SI
Cci X con dim(C) =1, entonces 3= {F1 >0,... ,F, >0> para E1,.. .,F, E R.(X).
(2) Sea .9 cerrado. Entonces, 5 es genéricamente básico si y sólo si 3 es cerrado
básico; además, si 3 \ C = {fi > 0,... ,ft > 0> para algiin conjunto algebraico C ci X SI
condim(C)= 1, entoncesS={Fi >0 F,=0,F,+1 =0}paraFi,...,F,+í E7Z(X).
5:5~:?tracton: (1) Trivialmente si ~ es abierto básico, entonces ~ es genéricamente SI
Recíprocamente supongamos que 3 es genéricamente básico y que 823 fl 5 = 0.
Entonces, 3 es abierto y existen fi,... ,f~ E 7Z(X) y un conjunto algebraico C ci X con
dim(C) < 1 tales que SI
Podemos suponer que {fí f,. = 0> ci C. SIComo dim(C) = 1 y C fl 5 es un semíalgebraico abierto en C, aplicando [Rz, 2.2],
existe 91 E %(C) tal que
{xE C :gí(x) >0>, Cffl5= QL E C :gdz) >0> SI
Podemos elegir gí de forma que sea la restricción de una función regular g E R4X). SI
Obsérvese que g no se anula sobre U.
SI
SI
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Consideremos ahora, para cada i = 1,..., s, el abierto .8, = QL E X : f1(x) < 0> y el
cerrado TI = (Sn § =0}) U (E1 fl {g > 0>). Aplicando la desigualdad de Lojasiewicz
como en [BCR, 7.7.10], al cerrado 2’~ y las funciones regulares f~,g, podemos encontrar
pí,qí E R4X), con PI > ~ Y ql =O en X tales que
(i) La función E1 = PIfI + qíg tiene el mismo signo que f~ en T~.(u) El conjunto de ceros Z(q1) de qi es el conjunto Adh2(Z(f1) fl 2’~).
De esta forma observemos los siguientes hechos:
a) Para todo i = 1,...,s, F1(S \ C) >0.
b)Paratodoi=i,...,s,F1(B¿)<0.
c) Z(q1) ci 8,S.
En efecto, E, tiene el mismo signo que f, en 2’, fl 3 (resp. en .8, fl T~) y fuera de este
subconjunto es la suma de una función estrictamente positiva (resp. negativa) y una
no negativa (resp. no positiva), entonces tenemos probado a) (resp. b)). Para probar
c), consideremos, para cada i = 1 ,...,s, los conjuntos Z = Z(f1) flSfl {g =0} y
= Z(f1)flRfl{g =0} que verifican Z(q~) = Adh2(ZIUZD; comprobaremos que estos
conjuntos están contenidos en la frontera usual 83 de 3. Como U fl 5 = {g > 0} fl U y
z; ci Cm {g =0>, tenemos Z fl 5 = 0; pero z; ci 3’, luego Z ciD(S). Por otra parte,
dado_que 3 y B, son abiertos y .8, fl 3 = 0, tenemos que .8, fl 51 = O y .8, fl 3 = 0; además,
cm s = £‘ =0> 11 0. Por lo tanto Z ci Qi =0> fl U ci3’nE: 11 8(3).
Teniendo en cuenta estas observaciones, denotemos Z = U~1 Z(q~), entonces
Por una parte, si x E S\C entonces Edx) >0 parai = 1,..~s. Si x E (CflS)\Z
entonces f1(x) =0, q4x) =O y g(x) > 0, luego F4x) > O para i = 1,...,s; con lo cual
3\Zci{F1>0,...,F8>0>.
Por otra parte, si x ~ 5 \ Z, tenemos z E (X \ 3) U (Sn Z). Entonces si x E X \ 3
existe 1 E {1,... ,s} tal que f¡(z) =O y podemos tener x « C ó z E O. En el primer caso
f4x) ~ O para todo i, luego x E B~ y F,(x) < O; en el segundo caso g(z) = 0, qi(x) =0,
luego F4x) =0. Ahorasiz E SflZexistelE {1,...,r}talqueq,(x) = 0,luegof¡(x) =0
y 11(x) = 0. En cualquier caso, si x 51 \ Z existe 1 tal que 11(X) =0.
En consecuencia, como Z ci 8251 y 823 fl 5 = O tenemos que
con lo cual 51 es abierto básico.
(2) Si 3 es cerrado básico, entonces 3 es genéricamente básico. Recíprocamente,
supongamos 5 cerrado y genéricamente básico, entonces
S\C={fí>O,...,h>0}
con fi,... ,f3 E 7Z(X) y dim(C) =1. Podemos suponer {fí~.fr rr0} ci U.
El conjunto C fl 51 es un semialgebraico cerrado en U, luego por [Rz, 2.2] existe
Yí E R4C) restricción de una función g E R(X) tal que
Cm 3 = QL E U : gj(x) =0}
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Consideremos f E 7Z(X) una ecuación positiva de C y el cerrado 2’ = 3 fl {g < 0>.
Aplicando de nuevo [BCR, 7.7.10] a 2’, f y y, podemos encontrar p,q E 7Z(X) con p> O
y q =O en X tales que
(i) La función h = pf + qg tiene el mismo signo que f en 2’.(u) El conjunto Z(q) es igual a Adh2(Z(f) fl 2’).
Obsérvese que h(5) =O y que Z(f) fl 2’ = C n 3 fl {g =0> = {g = 0> fl
C fl 3 = {g =iO> Vi C. Por lo tanto Z(q) es un conjunto finito contenido en 5.
Denotemos F1 = f fi,..., F, = f . f,, F8.~.1 = h, probaremos que
ya que
5={F1>0 F8=0,F8±i=0>
En efecto, si x E 51 \ U entonces 11(x) > O para todo i; mientras que si x E 3 Vi U
entonces Fí(x) =0para todo i = 1,...,s+1. Luego 3 ci {fí =0,...,f >0 h> 0}.
Por otra parte supongamos x « 5 D 3 \ U, entonces existe 1 E {1,...,s> tal que
f¡(x) =0. Si x ~ U, tenemos f,(x) # O y f(x) # 0, luego 11(x) < 0.Si z E U \ (Un 3),
entonces f(x) = 0, q(x) # O y g(x) < 0, luego Fs+í(x) < 0. Con lo que concluimos que 3
es cerrado básico. O
Observaciones 1.5 (1) Sea 5 ci X un semialgebraico cerrado, entonces 3 es cerrado
básico si y sólo si 5 \ 8~3 es abierto básico. Con lo cual a partir de ahora podemos
trabajar con semialgebraicos 3 que no intersequen a su frontera de Zariski.
(2) Sea 3 ci X un semialgebraico. Entonces, 3 es abierto básico si y sólo si 5’ es
genéricamente básico y 823 ViS = 0.
(3) Recordemos que un modelo birracional de un conjunto semialgebraico .9 ci X
es otro conjunto semialgebraico 2’ ci X’ birracionalmente isomorfo a 3 (i.e. hay un
isomorfismo birregular entre 3 \ C1 y 2’ \ U2 donde dim(C1) =1, para i = 1,2). Por lo
tanto, para que un semialgebraico 3 tal que &S Vi 3 = O sea abierto básico es necesano
y suficiente que algún modelo birracional suyo sea genéricamente básico.
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2 Caracterización de básicos y principales
Sea X una superficie algebraica real compacta y no singular. El resultado central de esta
sección, uno de los más importantes de la memoria, es un criterio de basicidad en X que
se obtendrá con técnicas puramente geométricas.
Aproximación y separación
Con las palabras aproxzmaczon y separación queremos resumir las técnicas más impor-
tantes que usaremos en las secciones 2 y 3. Incluimos aquí sólo los enunciados de algunos
resultados que utilizaremos postenormente, aludiendo siempre a una referencia precisa.
Los resultados clásicos sobre fibrados fuertemente algebraicos y aproximación quedan
referidos al capítulo 12 de [BCR]. Daremos a continuación un resultado de aproximación
de Broglia y Tognoli que puede encontrarse en [BT]. Este teorema es una versión mejorada
del teorema de aproximación relativa de Stone-Weierstrass ([BCR, 12.5.5]); se trata de
aproximar funciones C~ por funciones regulares en un abierto de R”, relativamente a un
conjunto algebraico y a menos de una función de crecimiento controlado. El enunciado
que damos a continuación está restringido al caso en que lo usaremos, para evitar añadir
terminología inútil, si bien en [BT, 4.3] puede verse un resultado más general.
Sean U un abierto de R” e Y ci IR” un conjunto algebraico. Una función continua
a : U —* [0,oc) es de crecimiento controlado a lo largo de Y si verifica:
1) Para todo x E Y, a(x) = 0.
2) Existe un sistema de generadores fi,.. .,fq del ideal ¿7(Y) de Y (de hecho, vale
cualquier sistema de generadores) y funciones continuas positivas e1,..., eq en U tales que
q
a(x) =Ze~(x)~f¿(x)I en U
i=1
Teorema 2.1 ([BT, 4.3]) .9ea U un abierto de IR” e Y ci IR” un conjunto finito de puntos
(i. e. un conjunto algebraico de dimensión O). Sea ~: U —~ R una función C””. Entonces,
para todo compacto K ci U, todo e > O y toda función continua a de crecimiento contro-
lado a lo largo de Y tal que a(x) =e en K, existe una función regular f E R4U) tal que
a) 1(x) — «x)I =a(x), para todo x E K.
b) f = en Y Vi U.
Observación: Una aproximación f E R(X) de 4> como en 2.1 relativa a un punto p E X
se puede hacer de tal forma que los conjuntos de ceros de f y 4>, en un entorno de p, esten
contenidos en un cono de centro p y sean transversales, en p, a la frontera de este.
/14,=14(1=0>
SI
SI
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Basta tomat coordenadas locales (x,y) en un entorno 11 ci X dep tal que p = (0,0), SI
controlado y 84>/8x(0,0) = 84>/Oy(O,O) = 1. Sean a0,a1,o2 funciones de crecimiento SI
a lo largo de {p> en un abierto U de R” conteniendo a X tales que
ao¡~(x,y) < min{~«x,y) — x~, 4>(x,y) — 3’> SI
Entonces, por 2.1, para todo compacto K ci U podemos aproximar 4> relativamente a p
en la topología O por una función f E 1Z(X) y a menos de q0. En particular, podemos SIencontrar un compacto U ci KViV tal que f en las coordenadas (x, y) verifique f(0, 0) = 0,
f(x,y) — 4>(x,y)~ < ao(x,y) para todo (x,y) e U, Of/8x(x,y) — 84>/8x(x,y)~ < aí(x,y)
y 8f/8y(x,y) — 84>/8y(x,y)~ < a2(x,y) para todo (x,y) E U. SI
Pasemos ahora a las nociones y resultados sobre separación, en concreto referimos
a [ABF] donde se trata la separación de semialgebraicos en superficies compactas y no SIsingulares. En esta memoria hemos cambiado un poco la terminología de [ABF] a fin de
hacerla más simple y conveniente a nuestros propósitos.
Sean A,.8 dos conjuntos semialgebraicos en X tales que sus interiores no se cortan SI(i.e. mnt(A) ri mnt(.8) = 0). Denotemos por Z el conjunto Adh2 (Á n A).
Definiciones 2.2 1) Los semialgebraicos A yB se separan (por una función regular de SI
X) si existe una función regular f E IZ(X) tal que f es positiva en A \ 2 y negativa en
B \ Z (escribiremos f(A \ 2) > O y f(B \ 2) < O). SI2) Los semialgebraicos A y.8 se separaran localmente en un punto p E X si existe un
entorno abierto de p en X en el cual A y .8 se separan.
Notación 2.3 Denotemos Y = 82A U 82.8 y M = Adh2 (T Vi
las componentes de dimensión 1 de M son aquellas componentes de ci Y. Obsérvese que SI
Y que podríamos ver
como muros entre A y .8, es decir las componentes que en algún abierto de dimensión 1 SItienen de un lado a A y del otro a .8. De hecho, llamaremos a M (y por extensión a sus
componentes) el muro entre A y .8.
Teorema 2.4 ([ABE, 1.4 y 1.7]) Sean A y.8 dos semialgebraicos con mt(A) nmnt(B) = o. SI
Entonces, A y .8 se separan si y sólo si se satisfacen las siguientes condiciones:
a) dim(M Vi A*) < 1, dim(M Vi B’) < 1. SIb) A y.8 se separan localmente en cada punto y E Sing(Y).
c) Existe una curva algebraica H ci X tal que HVi((A\Z)U(B\Z)) = 0 y [H] = [M]
en 111(X,Z2). SI
Además la condición b) se transforma en la condición a) tras las explosiones de la
resolución estandar de Y (ver [EC] y [BK]).Concretamente, supongamos que se verifica
a) y sea ir : X’ —* X la resolución estandar de Y con P = iC
1(A) y Q = irí(B), entonces SI
existe un punto y E SingY tal que A y .8 no se separan localmente en y si y sólo si existe
una componente irreducible D de ir1 (p) que es componente de L = Adh
2 (?F n y tal SI
que dim(D Vi(P* U Q’)) = 1.
Observación 2.5 El resultado 2.4 juega un papel importante en las demostraciones los SIresultados que expondremos en las próximas páginas. Por ello anotaremos brevemente
SI
SI
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los argumentos usados en su demostración. Por otra parte, queremos evidenciar con esto
el uso de técnicas puramente geométricas en [ABE].
Para la demostración de la primera parte de 2.4 los resultados claves son la desigualdad
de Lojasiewicz como en [BCR, 7.7.10] y un resultado de separación en [F,3.2] que afirma
que si dos semialgebraicos compactos A y .8 de IR” son tal que AViR es un conjunto finito
y se separan localmente en cada punto de A Vi .8, entonces A y .8 se separan. Para la
segunda parte se usa la desingularización de curvas en superficies mediante explosiones
([EC]) y el teorema de inmersión minimal de una singularidad algebraica ([BCR, 8.6.15]).
Cabe añadir que la condición c) resulta superflua; es decir, la separación queda crac-
terizada con las condiciones a) y b). Este resultado ha sido obtenido con posterioridad
a la publicación de [ABE]y aparece en la tesis de licenciatura de Ludovico Penazza. de
la Universidad de Pisa. Sin embargo, este hecho no resulta significativo para nuestras
demostraciones.
Finalmente, queremos aclarar que por resolución estandar de una curva Y en una
superficie lisa X entendemos una resolución en el sentido de Enriques-Chisini ([EC])
trasladada al caso real; esto es, la resolución de Y mediante un número finito de explosiones
en sus puntos singulares hasta obtener una curva con componentes lisas que se intersequen
normalmente. O
Geométricamente hablando, la condición dim(M Vi A’) cl (resp. dim(M nR’) ~1)
significa que existe una componente irreducible de dimensión 1 del muro entre A y .8
que cruza A (resp. cruza .8); es decir, existen dos abiertos 121,122 ci Reg(Y) tal que
9~ ci A’ Vi.8’ y 122 ci A’ U.8’, como muestra la figura mm.2.
D D
(1? (E?
Figura 11.2
Mientras que la no local separación en un punto y E Sing(Y) da lugar a una componenete
irreducible D del divisor excepcional E de la resolución estandar de Y en y que se comporta
como en la figura mm.2 con respecto de las imagenes inversas de A y .8 por la resolución.
Semialgebraicos básicos
Sea51ciXunsemialgebraicoyseanA1,... ,A~ las componentes conexas de X\(3U823).
En esta sección veremos que la basicidad de 3 puede ser determinada mediante ciertas
propiedades de separación entre 51 y cada uno de los A, (i = 1,... ,t).
Para cada i = 1,... ,t, denotemos por Z, y por M1 los conjuntos Adh,~ (3’ Vi A~) y
Adh2 (3’ Vi &)~ respectivamente. Luego, M, ci 8~S’ es el muro entre 51 y A,.
SI
SI
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SI
Observacion 2.6 Obsérvese que 823’ es la unión de todos los muros M5, es decir
SIU Adh2 (Snik) = 823’
1=1
En efecto, teniendo en cuenta que por ser A, abierto se tiene,
X \ 5” = ínt (X \
deducimos inmediatamente que
3’j.9’ =3’mn
(Su 8~3)) =
1=1
(úÁf) =U(S½N)
¡=1
Con lo que se tiene el resultado.
Observación 2.7’ Si para cada i = 1,..., t,
básico.
Para cada
Z1) > O y
3 \ 823 = {fí
En efecto,
el contrario x
A1 Vi 8~.9 = 0,
3 y A, se separan, entonces 51\8~51 es abierto
= 1,..., t sea f~ la función regular que separa 3 de A1. Entonces, f~(3 \
A1 \ Z1) < 0. Obsérvese que Z, ci 8~S para todo i. Comprobaremos que
> 0,..., ft > 0, it > 0}, siendo A E R(X) una ecuación positiva de 8251.
si x E 51 \ 8~S ci 51 \ Z1, entonces f~(x) > O para todo i y h(z) > 0. Si por
~ 3 \ ¿%3, entonces bien existe i0 tal que x E A1, o bien x E &51. Como
sí x E A1,, entonces f10(á~) < 0. Y en el caso x E &3, h(x) = 0. 0
Como podemos ver en la siguiente proposición, en algunos casos la separación de cada
componente conexa del complementario de SU 8251 es una condición necesaria y suficiente
para la basicidad de 5.
Proposición 2.8 Sea 3 un conjunto sernialgebraico en la esfera §2 tal que &.9 Vi 3 = O
(resp. un semialgebraico cerrado en §2). Entonces, 3 es abierto (resp. cerrado) básico
si y solo si 5’ y A1 se separan, para todo i = 1,... ,t, siendo A1,... ,A~ las componentes
conexas de X \ (SU 8~S9.
Demostraczon: Es suficiente hacer la demostración para 3 tal que 8~SViS = 0, ya que si
3 es cerrado, trabajando análogamente con 3 \ 8~S y aplicando 1.4 se tiene el resultado.
En la observación 2.7 anterior está probado que si 5 se separa de los A, entonces 3 es
abierto básico. Supongamos entonces que 5 es abierto básico.
Como 5’ y A, están en las hipótesis de 2.4, comprobemos que para cada i = 1,... , t
se verifican las condiciones a), b) y c) de 2.4. En este caso, de acuerdo con la notación
establecida anteriormente Y—O Su82A1 = 8~S y M, = Adh~ (Srik) (i
con lo cual tenemos:
a) Dado que 3 es abierto básico, en particular es genéricamente básico, luego por 1.2
tenemos que dim(823’ Vi 3’) < 1 y por 2.6 concluimos que dim(M1 ViS’) < 1.
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Comprobemos ahora que, dim(M¿ Vi A9 < 1 para todo i. En efecto, dado que toda
curva de §2 tiene entornos orientables, no existe una curva C en §2 que divida. §2 en compo-
nentes conexas de tal modo que alguna de ellas permanezca a ambos lados de una compo-
nente irreducible de dimensión 1 de C. Por lo tanto, como toda componente irreducible
de dimensión 1 de M, es una componente irreducible de 823 y A, es una componente
conexa determinada por la traza de 8~S en §2, tenemos que dim (a2s n mnt (Á1)) < 1,
luego dim(M1 Vi Afl < 1.
b) Para todo y E Sing(Y), 5 y A, se separan en un entorno de y. En efecto, supon-
gamos que no es así y consideremos la resolución estandar ir : X’ ~ §~ de Y = 8~S en
y. Denotemos 2’ = ic
1(3), .8, = ic’(A
1) y L, = Adh~ (FnIW) ci 8~2” el muro entre
2’ y .8,. Notese que .8~,.. . ,R~ son las compopentes conexas de X’ \ (TU OIT), entonces
UL, = 822”. Por 2.4 existe una curva algebraica E ci X’ que se contrae al punto
y E Sing(Y) tal que una componente irreducible D de E es una componente irreducible
de L, para algún i verificando que dim(D Vi 2”) = 1 o que dim(D ViB’) = 1.
El proceso de resolución ir de Y en y consiste en un número finito de explosiones en
y, pongamos ir = irr~r¶. Para cada 5 = L,...,r, sea A, = irj”~iri : X5—* X que
llamaremos la etapa j-ésima de la resolución de Y en y. La curva D es la transformada
estricta en X’ = Xr del divisor excepcional de una explosión, pongamos la j-ésima, en el
proceso de resolución de Y en y; supongamos entonces que nos encontramos en la etapa
j-ésima ái de la resolución de Y en y. Con abuso de notación seguiremos denotando D,
2’, .8, y L, a las imagenes de estos en 1<5, ya que se comportan de igual modo.
Dado que 51 es abierto básico y A5 es un morfismo birracional, tenemos que 2’ es
genéricamente básico y entonces dim(T* Vi 8~T’) < 1 (Proposición 1.2). Luego, tiene que
ser dim(DViT’) < 1. Con lo cual dim(DVi.8§) = 1. En consecuencia, existen dos abiertos
1-dimensionales 12,12’ en D tal que .8~ permanece a ambos lados de 12, mientras que 12’
divide .8. de 2’. Entonces existe una componente irreducible Z’ de 8~T que cruza D entre
9 y 12’; además, Z’ debe cruzar B~, ya que .8~ es un abierto conexo (es la imagen inversa de
un conexo por un morfismo birracional) y D es un P~(R). Luego Z’ ci L1, como podemos
ver en la siguiente figura ilustrativa:
D
.B¿..Bí...
.......
:a~: T
Figura fl.2.8
Ahora bien, Z’ puede ser la transformada estricta de alguna componente irreducible
Z de 823 por la resolución u otra componente irreducible del divisor excepcional de la
resolución. En el primer caso, como ir es la contracción de una curva E a y, tenemos que
Z verifica dim(Z Vi Á) = 1. Pero esto no es posible, según hemos visto en el apartado a).
En el segundo caso, D y Z’ son componentes de ~r’(y), entonces Z’ es la transformada
estricta del divisor excepcional de la h-ésima explosión en y, siendo it < i. Por lo tanto,
en la etapa h-ésima nos encontramos la situación anterior y trabajando recursivamente,
SI
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dado que hay un número finito de explosiones sobre y, tenemos que llegar a un que sea
la transformada estricta de alguna componente de 823; pero este caso hemos visto que no SIse puede dar. Luego, para todo y E Sing(Y), 3 y A, se separan localmente en y.
c) La condición c) de 2.4 se cumple trivialmente ya que 111(§
2,Z
2) = 0.
Luego aplicando 2.4 tenemos que 3 y A, se separan. o SI
Sin embargo, la condición de separación es más fuerte que la basicidad, como podemos
ver en el siguiente ejemplo. J
Ejemplo 2.9 Tomemos la clausura proyectiva, en el plano proyectivo real I’2(R), de la
cúbica Y con dos componentes conexas y sea 51 el interior de su ovalo orientable. SI
Y
{g0}
s SI
SI
Obsérvese que 3’ — 3 823 = Y y 825 Vi 5 = 0. Denotemos A = I’2(R) \ (SU 825) que
es un semialgebraico conexo tal que dim(825 Vi A’) = 1. Por lo tanto, 51 no puede ser SI
separado de A.
Sin embargo, 5 es abierto básico. Basta tomar una ecuacion f E R(P2(Rj) de Y que SI
cambie de signo a través de Y y la ecuación g E R}P2(Rj) de una circunferencia en torno
a 5 que no interseque la componente no orientable de Y y que cambie de signo, entonces
5= {f > 0,g > o> SI
Luego en este caso .9 y A no se separan, pero 3 es abierto básico. SI
A la vista del ejemplo anterior daremos las siguientes definiciones:
SIDefinición 2.10 Sea 3 ci X un conjunto semialgebraico. Una componente irreducible Hde 8~S’ ci 8~3 da una obstrucción global a la basicidad de 3 si dim(H Vi .9*)
Observación 2.11 Teniendo en cuenta 2.6 se concluye inmediatamente que una compo -SI
nente irreducible H de 825’ ci 8~S da una obstrucción global a la basicidad de 51 si y sólo
~gun muro entre 3 y A1 tal que dim(HVi 5’) = 1, para algún i = 1,...,t, siendo SI
A~ las componentes conexas de 1< \ (SU 823).
Como hemos visto en el ejemplo 2.9.el que H interseque A en dimensión 1 no obstruye
la basicidad de 51. Por lo tanto, una obstrucción global puede considerarse como la mitad SI
de la condición a) de separación entre .5’ y los A1’s en la proposición 2.4.
Definición 2.12 Un conjunto semialgebraico 5’ ci 1< tal que 8~S Vi 3 = 0 (resp. 3 es SIcerrado) es localmente abierto (resp. cenado) básico en un punto z E 1< si existe un
SI
SI
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entorno abierto U de z en 1< y funciones regulares fi,.. . ,f3 E R4X) tal que
(re.sp. SViU={f1=0,...,f~>0>ViU)
En caso de que 3 no sea localmente básico en algtin punto x E 1< diremos que tenemos
una obstrucción local a la basicidad de 51 en x.
Al igual que en el caso de la separación veremos que la obstrucción local a la basicidad
se transforma en la global tras las explosiones de la resolución estandar de 825.
Proposición 2.13 Sea.9 ci 1< un semialgebraico tal que 8251 ViS = 0. Supongamos que
dim(82.9’ Vi 3’) < 1 y fijemos y E 83. Entonces, 3 es localmente básico en y si y sólo si
para toda contracción ir : 1<’ —* 1< de una curva E a y ninguna componente irreducible
de E da una obstrucción global a la basicidad de ir
1(S).
Demostración: Supongamos que 3 es localmente básico en y. Entonces existe un entorno
abierto U de y y funciones fi,..., f, E 7Z(X) tales que
SAU={fi >0,...,f
8>0>ViU
Sea ir : 1<’ —* X una contracción de una curva E E X’ a y y supongamos que existe
una componente irreducible D de £ tal que D da una obstrucción global a la basicidad
de 2’ = r
1(3). Podemos tomar U de tal modo que irj
1, : 11 \ E —> U \ {v> sea un
homeomorfismo, siendo 11 =
Sea .8 = ic
1({f
1 > 0,... ,f8 > 0>), luego E es genéricamente básico y por 1.2
dim(82B’ ViR’) < 1. Por otra parte, como D da una obstruccion global a la basicidad
de 2’, entonces D tiene que ser una componente de 822” tal que dim(D Vi 2”) = 1. Pero,
D ci 11 y 2’ Vi 11 = .8 Vi 11, entonces D tiene que ser una componente irreducible de 82.8’
verificando
dim(DViB’)=dim(DVi11ViB’)=dim(DVi11ViT’)=dim(DVi2”)~rL
Lo cual no es posible.
Recíprocamente, supongamos que para toda contracción ir : 1<’ 1< de una curva
E a y ninguna componente irreducible de E da una obstrucción global a la basicidad de
2’ = ic
1(S).
Tomemos un entorno semialgebraico U de y, homeomorfo a un disco en 23 (1< es no
singular), tal que U no contenga puntos singulares de 8251 distintos dey y no corte ninguna
componente irreducible de 823 al menos que contenga a y. Sean entonces ~ . . , E~ las
componentes conexas de U \ (5 U 8~51), comprobaremos que para todo j = 1,. . . , 1 es
posible separar U Vi 3 de B~ localmente en y.
Sean A
1,..., A~ las componentes conexas de 1< \ (51 u 8~3) y sea Y = 8~(S Vi U) ci
823u82U. Sea, para cadaj = 1,...,l, M~ = Adh2((SViU)’Vi.B) elmuroentreSViUy
E,. Entonces M5 ci 823s,yaqueparatodoj = 1,...,lexistei = 1,...,ttalqueB5 ciA1
y como U es homeomorfo a un disco los semialgebraicos 51 Vi U y E~ están contenidos en
el interior de U.
SI
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Sea H una componente irreducible de dimensión 1 de U M5, como dim(82S’ Vi 3’). < 1
deducimos que dim(823 Vi (3 Vi Ufl < 1. Luego, dim(H ViS’) < 1. Por otra parte, como SIU es homeomorfo a un disco, ninguna componente conexa determinada por una curva en
U puede permanecer a ambos lados de esta, por lo tanto dim(H Vi Rs’) < 1. Con lo cual,
se verifica la condición a) de separación entre 5 Vi U y B~. SI
Ahora bien, si 82.9 es lisa o presenta un cruzamiento normal en y la condición a)
de separacion implica que hay sólo tres posibles situaciones en un entorno de y (ver
figura 11.2.13), en las cuales se tiene de inmediato, tomando coordenadas locales en y, la J
separación de .9 Vi U y E, en un entorno de y. SI
x x SI
Figura 11.2.13 SI
Si y E Sing(823) y no es cruzamiento normal, consideremos ir : 1<’ —* X la resolución
estandar de 825 en y, que es una contracción de una curva E a y. Sea 2’ = ir
1(3 Vi U), SI
= 1c1(Ej) y L, = Adh
2 (~ViCJ) con j = 1,...,l. Obsérvese que C1,...,C, son
las componentes conexas de iC
1(U) \ (2’ Vi 8~T), ya que tal y como hemos elegido U la SIcontracción ir da un homeomorfismo de rí(U) \ E en U \ {y>. Por hipótesis ninguna
componente irreducible D de E da una obstrucción global a la basicidad de 2’, luego
dim(D Vi T) < 1, para toda componente irreducible D de E Vi 8~T’. Por otra parte, SI
una tal componente D tampoco interseca C en dimensión 1, ya que cada una de estas
componentes tienen como entorno en ir1 (U) una banda de M6bius y por un razonamiento
análogo al de la demostración 2.8 (figura 11.2.8) tenemos que, para cada j = 1, ... , 1, toda J
componente D de E Vi L, tiene que verificar dim(D Vi C
5) < 1.
En consecuencia, tras resolver 825’ no encontramos ningún muro entre 2’ y (.75 que
3 SIinterseque 2” U Ct en dimension 1, ya que al explotar la transformada estricta de las
componentes de 823 se comportan igual con respecto a 2’ y C3 que las de 8~3 con respecto
a 5 y E~, y las componente nuevas, es decir las de E, hemos visto que no dan problema. SIPor lo tanto, usando 2.4, 51 Vi U y E, se separan localmente en y. Entonces, para cada
j = 1,...,l existe U5 ci Uentorno deyy fj ER(X) talquef,separa 3ViU5 de.85ViU5.
Consideremos U = fl%~ U5 entonces SI
SViU={f1<O,...,L<0>ViU
Con lo cual 51 es localmente básico en y. O J
Antes de dar el criterio general de caracterización de la basicidad en superficies no SIsingulares necesitamos el siguiente lema:
Lerna 2.14 Sea 1< ci R” una superficie algebraica real compacta y no singular. Sea SI.9 ci 1< un conjunto semialgebraico tal que 5 = 3’, 8~S ViS = O y 8251 es una curva
SI
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con cruzamzentos normales en 1< siendo sus componentes irreducibles no singulares. En-
tonces, para cada componente H de 823 existe una curva algebraica no singular H’ ci 1<
verificando que [H] = [H’] en II1 (1<, Z2), que H y H’ son transversales, y que H’ViS = 0.
Demostración: Cada componente irreducible H de 8~S es una una curva algebraica
lisa y compacta, consistente en vanos ovalos II1~ ... ,Hm y que localmente desconecta su
entorno. Además, dado que .9 = 3’ y que H Vi 3 = 0, al menos fuera de los puntos
singulares de 825 que están en H (i.e. los puntos en que H cruza otra componente de
82.9) localmente 3 se encuentra sólo a un lado de H. En cada uno de estos puntos tenemos
sólo dos posibles situaciones como muestra la figura 11.2.14
Trás estas observaciones está claro como construir una curva diferenciable lisa CH tal
que [C
11]= [H] en H1(X,Z
2), C» y H sean transversales y C
11 ViS = 0:
Para cada ovalo H1 formando una componente conexa de H tomemos un entorno
tubular U1 que se retraiga a H1 y que no contenga puntos de las otras componentes
de 8~S a excepción de aquellos en un pequeño entorno de los puntos singulares de
823 pertenecientes a H. Podemos tomar U1 isomorfo a un entorno de la sección nula
del fibrado normal a .1f~, lo cual nos permite definir una función distancia p~ en U,.
Tomemos un punto p E U, tal que p ~ 82.9US y sea p¿p) = e,. Comencemos a trazar,
partiendo de p, la línea de nivel p, = e~ hasta que encontremos otra componente de
8251. Ahora estamos en una de las dos situaciones de la figura 11.2.14.
3 CH 3 CH
FI II
Figura 11.2.14
En la situación primera continuamos sobre la línea de nivel p., que ha podido ser
elegida transversal a la nueva componente.
En la situación segunda cruzamos mediante una línea transversal a ambas compo-
nentes sin intersecar 51, hasta encontrar la línea de nivel p~ = e~ del otro lado de H~,
por la cual continuamos.
Seguimos trazando esta curva hasta llegar de nuevo a la fibra de p (en el fibrado
normal). Si nos encontramos al mismo lado que p con respecto a H1, debemos lle-
gar exactamente al punto p. Si nos encontramos al otro lado, entonces 3 no puede
intersecar al fibra de p, con lo cual podemos atravesar H~ siguiendo la fibra hasta y.
De este modo hemos construido una curva a trozos, cuyos ángulos están bien
en la fibra de p, bien en un entorno de los puntos singulares de ‘E, en la situación 2
de la figura mm.2.13. En cualquier caso, los ángulos están lejos de 5, luego está línea se
puede convertir en una curva CW, que denotaremos CH, con las propiedades buscadas.
Ahora queremos aproximar CH por una curva algebraica no singular ‘E’ con las
propiedades requeridas. Para ello usamos el hecho de que la clase de homología [‘E]
SI
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da un fibrado vectorial de rango 1 fuertemente algebraico ir : E —+ 1< sobre 1< (ver [BCR,
12.2.5]), para el cual ‘E es el conjunto de ceros de una seccion algebraica que denotamos SIh y CH es el conjunto de ceros de una sección C~ que denotamos c. Por construcción el
conjunto ‘E ViCH es finito, sea ‘E ViCH = {Q~,. . . , Qk}. Además, parar cada j = 1,..., k,
la curva ‘E interseca otra componente G’de 823 en el punto Q~ SI
Es posible elegir un recubrimiento finito {V1,... , Vg> de 1< en IR” con las siguientes
propiedades:
l)Paracadaj=1,...,k,Q5EVjyQj«11,sii#j. SI
2) Los elementos V1,... ,
11k son dos a dos disjuntos.
3) Para cada j = 1,. . . , 1, existe una sección algebraica s
5 deEtal que s~x)#0para
todo x E Vjj Vi 1<, es decir s¡ genera E~ para cada x E 11~ Vi x. SI
Tomemos ahora una partición C~ de la unidad ~ . . , ~¿} asociada al recubrimiento
{V~,. . . ,11¡} con la propiedad de que para j = 1,..., k, K, = 9,j1(1) sea un entorno SIcerrado de Q en 11~
Dado que, para cada j = 1,. . . , 1, s~ genera E~ para todo x E Vj, tenemos que la
restricción de la sección c a Y~, que denotaremos c¡~, se puede escribir como c¡~ = SIpara cierto a5 E C~(V5). Podemos suponer también que a5(Q5) = O para j = 1,..., k, ya
que .55 genera la fibra. Luego, usando la partición de la unidad anterior, tenemos que
= = ¿ SIc ~(9,sas)ss SI
y que las funciones diferenciables 1% = 9,5% E Cc*~(X) se anulan en Qí, ... ,
Por otra parte, para cada j = 1, ... , k, podemos tomar coordenadas locales (x3, ys) en SI
V~ Vi Xde tal modo que = (0,0), ‘E este dada por x3s>, Gi este dada por yjss y
este dado por ¡3s~~.5j con 8¡35/8x~O,0) = 8/3s/8y~(OA) = 1.
Sea V = U111, que es un entorno abierto de X en IR”, y sea a un función de crecimiento SI
controlado a lo largo de {Qí, . . . , 0> tal que para todo 5 = 1,..., k
< min{~¡35(x5,y5) — x31, ¡3~x5,y5) vsl> SI
(una tal a existe ya que el ideal de {Qí, ... , Q~> está generado por x5, y, localmente en SI
Vs). Ahora nos encontramos en la situación de la observación a 2.1, luego para todo
compacto K ci 11 podemos aproximar ¡3~ en la topologia £2 por una función f~ E 7Z(X)
relativamente a {Qí, . . . ,Q,~} y a menos de a (resp. a menos de una constante e5) para SI
5= 1,... ,k (resp. para 5> k).
Entonces la sección algebraica
= Zfs~s SI
5=1
tiene conjunto de ceros ‘E’ a través de Qi,. . . , Q. No es difícil comprobar, restringien- SI
donos a los compactos K5, que ‘E’ es transversal a 8~3 y que ‘E’ Vi 3 = O (observación
siguiente a 2.1). Por último, como ‘E’ aproxima a CH entonces [‘E’]= [‘E]en H1(X, Z2). O SI
SI
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Teorema 2.15 Sea 1< una superficie algebraica real compacta y no singular y seaS ci 1<
un semialgebraico tal que 8ZSViS = 0 (resp. 51 un semialgebraico cerrado). Entonces 51 es
abierto básico (resp. cerrado básico) si y sólo si 3 verifica las dos propiedades siguientes:
a) Ninguna componente de 8~S da una obstrucción global a la basicidad de 51; es decir,
dim(825 ViS’) .c 1.
b) Para todo z E Sing(8251), 3 es localmente abierto (resp. cerrado) básico en x.
Demostración: Basta probar el resultado para semialgebraicos 5 tal que 8~5 Vi 5 = 0,
ya que por 1.4 se tiene inmediatamente el caso cerrado.
Si 3 es abierto básico entonces por 1.2 tenemos a) y trivialmente tenemos b). Recí-
procamente, supongamos que 5 verifica a) y b) y procedamos como sigue:
Consideremos la resolución estandar ir : 1<’ —* 1< de 8~S. Denotemos por Y la
curva ir’(823) y por 2’ el semialgebraico ir1(S). Cada componente irreducible de Y esuna curva no singular posiblemente constituida de varios ovalos los cuales se intersecan
normalmente en X’. Cada uno de estos ovalos puede tener un entorno orientable o un
entorno no orientable isomorfo a una banda de Móbius.
Cada componente irreducible de Y es la transformada estricta de una componente de
8~S o es una componente del divisor excepcional. Entonces, suponiendo que se cumplen
las condiciones a) y b) y usando la proposición 2.13, tenemos que ninguna componente
de 822” ci Y da una obstrucción global a la basicidad de 2’. Esto es, dim(8
2T’ Vi 2”) < 1;
pero 8~T~ ci Y no tiene puntos aislados y T es abierto, con lo cual BI
T’ Vi 2” = 0.
Intentaremos separar T* de su complementario con unas cuantas funciones regulares.
En general, como hemos visto en el ejemplo 2.9, no es posible separar .9 de cada compo-
nente conexa de 1<’ \ (2” U 822”). Para ello añadimos a 8~2” otra curva que subdivida el
complementario de forma adecuada, como explicamos a continuación.
Aplicamos el lema 2.14 (2” está en las hipótesis de 2.14) a cada componente irreducible
‘E de O~2” tal que [‘E]# O en fl
1(X~,Z2). Entonces encontramos una curva lisa ‘E’
transversal a ‘E tal que ‘E’ Vi 2” = 0 y [‘E’] = [‘E]en ll~(X’, Z2). Podemos elegir estas
curvas ‘E’ de modo que sean transversales dos a dos. Sea entonces Z la curva unión de
todas las ‘E’ así construidas.
Sean ..... . , .B~ las componentes conexas de 1<’ \ (2” U 822” U Z). Afirmamos que para
cada 5 = 1,... , 1 es posible separar 2” de .8,. De hecho comprobaremos que se verifican
las condiciones a), b) y c) de 2.4.
a) Por una parte tenemos 8~T’ Vi 2” = 0 y por construcción Z Vi 2” = 0. Por otra
parte, sea ‘E una componente irreducible de 822” y supongamos que dim(H Vi E) = 1
para algún 5 = 1... , 1 (no consideramos el caso ‘E componente de Z, ya que nunca sena
frontera comun de 2” y .B,t). Observemos que un abierto 1-dimensional de ‘E nR; tiene
que estar contenido en un ovalo de ‘E cuyo entorno sea un banda de Móbius, porque en
otro caso los dos lados de ‘E estari~n en diferente componente conexa. Entonces [‘E]# O,
con lo cual existe ‘E’ en Z transversal a ‘E tal que estos dos generados, ‘E y ‘E’, de la
clase no nula dividen la banda de Móbius en al menos dos componentes conexas. Por lo
tanto, .85 sólo puede estar a un lado del ovalo. Luego dim(’E Vi R,t) .c 1.
b) Veamos que 2” y E~ se separan localmente en cada punto z E 822” U Z. En efecto,
si 5~T’ U Z es liso o presenta un cruzamiento normal en z, por verificarse a) tenemos la
SI
SI
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separación local por la misma razón que en 2.13 (ver figura 11.2.13). SI
Si x E Sing(82T* U Z) y no hay cruzamiento normal, por construcción tenemos dos
componentes irreducibles ‘E y H~ de 822” y a lo más dos componentes ‘E’ y ‘E de z con SI
(‘E] = [‘E’] y [‘Ea]= [‘E],las cuales se intersecan dos a dos transversalmente en x (ver
figura 11.2.15) FI SI
SI
SI
FI’ SI
Figura Im.2.15
Entonces, por construcción, 8ZT’ U Z determinaría en un entorno de z dos componentes SI
conexas de 2” compredidas entre ‘E y ‘E~ (en otro caso ni ‘E’ ni H cruzarían ‘E y ‘Eí
respectivamente) y a lo más dos componentes conexas de cada R~ (ver figura 11.2.15). En
cualquier caso, 2’* y E, se separan localmente en z. SI
c) Para cada componente ‘E de 8ZT’ hemos construido, en el lema 2.13, una curva ‘E’
tal que ‘E’ Vi 2’* 0 y ‘E’ Vi Rt = O para todo j y [‘E]= [‘E’] en H1(X’,Z2). Con lo cual SI
tenemos la condición c) de 2.4.
Entonces, T~’ se separa de .85 parar todo 5 = 1,. . . , 1. Luego existen fi,..., f¡ E 7Z(X)
tal que fs separa 2” de .85, para cada 5=1,..., 1. En consecuencia, SI
Por lo tanto 2” es abierto básico y entonces 51 es genéricamente básico. Pero por hipótesis SI
8251 Vi5’ = O luego, por 1.4, 5 es abierto básico
Como consecuencia del teorema 2.15 anterior obtenemos una demostración geométrica, SI
para superficies, de una caracterización general de la basicidad genérica en [ARS].En este
trabajo, Andradas y Ruiz usan la teoría de abanicos de 4 elementos para obtener el citado SI
resultado.
Corolario 2.16 Sea 1< una superficie y 51 ci 1< un semialgebraico. Entonces, .9 es abierto SI
básico si y sólo si 82.9 Vi 51 = O y para todo modelo birracional 2’ de 3 se verifica que
8~T’ Vi T es un conjunto finito.
Demostraczon: La condición necesaria es inmediata por 1.2, ya que si 3 es abierto básica SI
entonces 8251 Vi 5 = 0 y todo modelo birracional suyo 2’ es genéricamente básico. Por lo
tanto, 822” Vi 2” es un conjunto finito. SI
Recíprocamente, supongamos que 8251 Vi 5 = 0 y para todo modelo birracional 2’ de 5
se verifica que OZT Vi 2” es un conjunto finito. Entonces 3 es abierto y comprobaremos SI
que es abierto básico.
SI
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Consideremos una compactificación de 1< (por ejemplo, su clausura de Zariski en un
espacio proyectivo) y entonces tomemos un modelo no singular X1, obtenido por una
secuencia de explosiones a lo largo de centros lisos. La transformada estricta 51~ de 5 en
1<1 es un modelo birracional de .9. Hagamos ahora la resolución estandar ir : 1<2 —4
de 8,3~ y sea .92 la transformada de S~ por ir. Entonces 82.% Vi.9; es un conjunto finito,
ya que 512 es un modelo birracional de 5. Pero, 8~3 ci
8z3~ no tiene puntos aislados
(82512 es la resolución de 8~3~) y 3 es abierto, con lo cual 023; Vi 3 = 0. Luego, no
existe obstrucción global a la basicidad de 3 y como 8~.9 tiene componentes lisas con
cruzamientos normales, tampoco hay obstrucción local en nigún punto singular de 8~3.
Aplicando 2.15 tenemos que 3 es abierto básico. Por lo tanto 51 es genéricamente básico
y teniendo en cuenta que 8251 Vi 51 = 0, por 1.4, resulta que 3 es abierto básico. O
Observación 2.17 Sea 3 un semialgebraico en una superficie 1< tal que 8~S ViS = 0.
Para determinar si 3 es abierto básico basta comprobar si existe una obstrucción global
a la basicidad del transformado 2’ de 51 en un modelo birracional de 1< compacto y no
singular en el cual 822’ tenga componentes lisas con cruzamientos normales.
Semialgebraicos principales
Usando los resultados precedentes sobre semialgebraicos básicos obtenemos una sencilla
caracterización de los semialgebra.icos principales. Algunos de estos resultados pueden ser
extendidos a dimensión arbitraria.
Mientras no se indique otra cosa, 1< será una superficie algebraica real irreducible,
compacta y no singular.
Definición 2.18 Un conjunto semialgebraico 5 ci 1< es abierto principal (resp. cerrado
principal) si existe f E 7Z(X) tal que
51 = QL E 1< f(x) > 0>
(resp. 3 = {at E X : f(x) =~>)
Observación 2.19 1) Un semialgebraico .5’ ci X es cerrado principal si y sólo si 1< \ 3 es
abierto principal. En efecto, si 51 = {f =0> entonces X\S = {—f > 0> y 823 = {f = 0>,
para f E 7Z(X).
Luego basta trabajar con abiertos principales.
2) Un semialgebraico 3 ci 1< tal que 823 Vi 3 = 0 es abierto principal si y sólo si 5 y
= 1< \ 3 se separan.
Teorema 2.20 SeaS ci 1< un semialgebraico tal que 8~SViS = 0. Entonces, 51 es abierto
principal si y sólo si 51 verifica las siguientes condiciones:
a) dim(51* Vi &51’) < 1 (i.e. ninguna componente de &S’ da una obstrucción global a
la basicidad de 51).
b) dim((Sc)* Vi 8~S’) < 1 (i.e. ninguna componente de 8~S’ da una obstrucción global
a la basicidad de 1< \ 5).
u __
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Demostración: Supongamos que 5 es abierto principal entonces 3’ y (Sc)’ son genérica- SI
mente básicos y por 1.2 tenemos que dim(S’ Vi 023’) < 1 y dim((3c)* Vi 0~(51c)*) < 1. SITeniendo en cuenta que, siendo 5 abierto, X\.9’ = (X \ 3)’, tenemos que 8~3’ =
con lo cual se tiene un sentido de la equivalencia.
Recíprocamente, supongamos que dim(S* Vi 8~3’) < 1 y que dim((SC)* Vi 0~(Sc)*) < 1. SIDenotemos por Y el conjunto de puntos de 825* de dimensión 1. Entonces [Y] = [825’];
además [Y] = O en H~(X, Z2), ya que es el borde de los abiertos 5’ y (Sc)’ utilizando
la hipótesis. Entonces, aplicando [BCR, 12.4.6], el ideal ¿J(0~51*) de 0~51’ en 7<1<) es SI
principal; sea entonces f un generador de 3(023’). Por otra parte, aplicando también
[BCR, 12.4.6] a cada componente irreducible ‘E,. de 8~3 que no sea componente de 8~S’ SI
podemos elegir un generador it,. de J(ff,.)2, el cual existe porque 2[’Ek] = 0.
Sea E = f . fl h¡~. Entonces E separa 5 de 51v, con lo cual 3 es abierto principal. O
SI
Observaciones 2.21 1) Sea 51 ci 1< un semialgebraico principal tal que 3 = 5’ y 823
tiene componentes lisas con cruzamientos normales. La condición necesaria y suficiente SIde 2.19 se transforma en este caso en 8~3 Vi 3 = 0 y 0~51 Vi (1< \ 51)’ = 0, ya que 823 no
tiene puntos aislados.
Lo cual nos sugiere 1< como una especie de tablero de ajedrez cuyas casillas están SI
limitadas por 023 y 5 es la unión de todas las casillas negras.
SI
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y nY Obsérvese que 2.19 puede ser generalizado a un conjunto algebraico real compacto SIsingular 1<, ya que el argumento y los result dos utilizad s en su demostración son
válidos en dimensión arbitraria. En consecuencia obtenemos: SI
Un semialgebraico 3 en un conjunto algebraico real compacto y no singular 1< tal que
823 ViS =0 es abierto principal si y sólo si SI
dim(S’ Vi 8~51’) <d — 1 y dim((X \ 3)’ Vi 8~S’) < d — 1
siendo d = dim(X). SI
SI
SI
SI
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3 Cotas de Brócker-Scheiderer y estructura de los
conjuntos semialgebraicos
Explotando los resultados obtenidos en la sección 2 anterior obtendremos sencillas de-
mostraciones de hechos bien conocidos en Geometría Semialgebraica como son las cotas
de Br6cker-Scheiderer para el número de funciones regulares necesarias para describir un
abierto (o cerrado) básico (ver [Br2]y [Sch]).Para concluir este estudio geométrico de la
basicidad en dimension 2 hemos querido incluir también una prueba de un resultado sobre
la estructura de un semialgebraico en una superficie que puede encontrarse en [ABR].
Sea 1< un conjunto algebraico de dimensión d en R~. El mínimo número de funciones
regulares necesario para describir cualquier abierto (resp. cerrado) básico en 1< depende
sólo de la dimensión de 1<. Este número, que se denota s(d) (resp. i(d)) coincide con d
(resp. d(d + 1)12) (ver [Br2],[Sch]).En esta memoria daremos una demostración directa
de estas cotas para d = 2.
Proposición 3.1 s(2) = 2, s(2) = 3.
Demostración: Sea 1< ci R~ una superficie algebraica real y sea 3 un abierto básico en
1<. Denotaremos por e(S) el número mínimo de ecuaciones necesarias para describir 5’
en 1<.
Podemos suponer que X es compacta y no singular. En efecto, siempre es posible
tomar un modelo birracional 5’ de 3 en una desingularización de una compactificación
de 1< tal que 823’ Vi 3’ = 0, entonces 3’ es abierto básico y s(S) = s(S’) (Proposición
1.4). Supongamos que 1< es compacto y no singular y seaS = {f’ > 0,... ,fT > 0}
con A E 7<1<), i = 1,... ,r. Entonces 8251 ci {fi ~~~fr= 0> y 5 es la union de algunas
componentes conexas del abierto principal P = {fi fr > O>.
Tomemos la resolución estandar de {fi ... f,. = 0> dada por ir : 1<’ —* X y sean
2’ = (ir~(3))’, Q =
El semialgebraico Q es genéricamente principal, por lo tanto 02Q Vi Q es un conjunto
finito, pero 82Q tiene todas sus componentes lisas, con lo cual 82Q Vi Q = O y Q es abierto
principal por 2.18. Siguiendo un argumento similar tenemos que 2’ abierto básico.
Así, podemos suponer también que 3 = S~, 3 ci P, donde P = {f> 0} es un principal
tal que P = P’, {f = 0> = 82P tiene componentes lisas que se cruzan transversalmente
y 8~S ci 8fi.
El conjunto 3 es la union de algunas componentes conexas de P e intentaremos separar
estas del resto por una funcion regular.
Sean C1, . . . ,C, las componentes conexas de P \S. Entonces, para cada i = 1
U1 Vi P \ U1 es un conjunto finito, denotemos ph, . . Pa<~) los puntos de este conjunto;
además, en cada J~i5 dos componentes de 02P se cortan transversalmente. Por el mismo
argumento que en la demostración de 2.14 podemos construir una curva diferenciable lisa
en 1< \ P que aproxime el borde OC,, contenga a los puntos p.j, j = 1,..., k(i) y su
tangente en 1~í5 sea transversal a las componentes de 82P y no interseque a P \ U, en un
entorno de pj~. Tomemos un entorno tubular U1 de ‘E¿, como [R’~]= O en H1(X,Z2), U1
SI
SI
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es difeomorfo a un fibrado vectorial trivial sobre ‘E, ([BCR, 12.4.22]); entonces podemos SI
construir una ecuación lisa ~b1de ‘E, que tenga rango maximal en cada punto de ‘E, y sea SI
negativa en (JI Vi C~1.
Podemos extender ~ a una función lisa Í~j c C~(X) tal que so1(P\C1) > O y ~1(C1)<O.
Ahora aproximamos S~í en compacto X, relativamente al conjunto {PIi, . . . ,PU«í)}, por una SI
función regular 91 en la topología O de W(X). Si la aproximación se hace como en 2.1
(más en concreto como en 2.14, controlando la aproximacion mediante una función de
crecimiento controlado que se comporte bien en un entorno de cada ph), el conjunto de SI
ceros de g, está contenido en un entorno tubular de ~< (0) = ‘E, y la retracción de este
entorno induce un difeomorfismo entre g[1(Q) y <~1(O). En particular, puesto que la recta
tangente a g¿
1(0) en el punto p., (5 = 1,..., k(i)) no interseca a P \ ~ en un entorno de SI
pjj, tenemos que g,(P \ £71) > 0, g
1(C1) < 0.
Sea g = 91 .9< E 7<1<), entonces g(S) > O, g(C~) <0 para i = 1,..., 1. Luego SI
3 = P Vi {g> 0> = {f> 0,g> 0}.
Por lo tanto .s(2) < 2. SI
Por otra parte es fácil encontrar abiertos básicos que no sean principales. Por ejemplo
sea 3 un cuadrante en IR
2; 3 = {x > O,y > 0> es abierto básico pero no es principal SI
(basta aplicar el criterio 2.17). Luego, s(2) = 2.
Consideremos ahora el caso en que 3 es cerrado básico. Entonces 3 \ 823 es abierto
básico, por lo tanto existen f,g E 7<1<) tales que ~9\ 8~S = {f > 0,g > O>. Aplicando SI
1.4 existen F,G,’E E 7<1<) talqueS = {F>O G> O,’E =0>.Luego s(2) <3.
Por otra parte, tomemos como .9 la adherencia de un abierto básico no principal, unión
un semialgebraico cerrado de dimensión 1 no adherente al abierto básico y que no sea un SI
conjunto algebraico. Es fácil comprobar que .9 no puede ser descrito con menos de 3
ecuaciones. Por ejemplo, el semialgebraico SI
3 = {y2x =O,y =O,x + 1=0>ci IR2
SI
que si 5 = {f =0,g =0} entonces {f > O,g > 0> es un abierto básico denso SI
en {x > O,y > O> y por lo tanto no es principal, con lo cual
.9\{f>O,g>0}={f>0,g=0}U{f=0,Y’>0}U{f=0,9=O> SI
está constituido por los puntos adherentes a {f > 0,g > 0> más un conjunto algebraico SIde dimensión 1. Luego habremos incluido toda la recta {y = O> y no exactamente el
segmento [—1,oc) de ésta, que es la parte contenida en 3.
Por lo tanto, x(2) = 3. o SI
Incluimos el siguiente resultado con el fin de completar el estudio de semialgebraicos
en dimensión 2, si bien su interés dentro de esta memona es hacer uso de los que hemos SI
SI
SI
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obtenido. La demostración aquí incluida difiere sólo en ciertos argumentos de la que puede
verse en [ABR, VI.7.ll].
Proposición 3.2 Sea X ci IR” una superficie irreducible y5’ ci 1< un conjunto semialge-
braico. Entonces, existen f, g, it E 7Z(X) y un conjunto semialgebraico £7 de dimensión 1
verificando que
.9 = {f> O,g > 0} U {h> 0> U £7
de tal modo que estas untones son disjuntas.
Demostración: Podemos suponer que .9 no es genéricamente básico y que dim(S) = 2,
ya que si 5 es genéricamente básico o dim(3) =1 tenemos directamente el resultado.
Consideremos primero el caso en que X es compacto y no singular, 5 = 3’ y 8~S tenga
componentes lisas con cruzamientos normales. Entonces, dim(823 ViS) = 1 (2.13 y 2.15).
Luego 8,S ViS es un abierto semialgebraico de dimensión 1 y su frontera es un conjunto
finito de puntos contenidos en 851; estos puntos pueden ser de dos tipos dependiendo de
que pertenezcan a la frontera de una o dos componentes conexas de 8251 Vi 3. Sea A el
conjunto formado por estos puntos frontera y los puntos singulares de 823 contenidos en
3.
Consideremos ahora, para cada p E A una bola abierta .B~, ci IR” suficientemente
pequeña y transversal a 1< tal que D~ = .8,, Vi 1< este contenido en 3, como sigue:
(a) Si p pertenece a la frontera de una única componente conexa de 823 ViS, tomamos
E,, tal que 8.8,, sea tangente OS en p (ver Figura 11.4.1).
(b) Si p pertenece a la frontera de exactamente 2 componentes conexas de 8251 Vi 3,
tomamos E,, tal que 8.8,, corte transversalmente en p ambas componentes de 8251 (ver
Figura 11.4.1).
(c) Si p E 3, tomamos E,, centrada en p (ver Figura 11.4.1).
(a) (b) (c)
Figura 11.4.1
Denotemos Y = (O~3 Vi 3) \ ((U,,EA D,,) Vi 8~S); Y está compuesto por la unión de un
número finito de variedades compactas de dimensión 1.
Podemos encontrar un numero finito de pequeñas bolas cucideas abiertas disjuntas
{ .B~}% en IR”, transversales a 1<, tales que
1) D, = .85 Vi X ci .9;
2) 8D5 es transversal a Y;
3) Y = (UD,) Vi 8~3;
4) si D5, Vi D~ # 0, para jj ~ j~, entonces D5, Vi D~ = {q>, con q E Y (con lo cual
8D5, y 8D~2 son tangentes en
SI
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5) siD5ViD,,~0,paraalgúnj = 1,...,lyalgúnpE A,entoncesib5ViDp {b>,con SI
b E OY (con lo cual 8D5 y 8D~ son tangentes en b).
Por lo tanto, (U,,EÁ D,,) U(U%1 lbs) D (823Vi3)UA. Tomemos una ecuación it E 7<1<) SI
para la unión de los bordes de esta familia de bolas tal que it sea positiva dentro de los
Ds y los D,s y negativa fuera. Entonces el conjunto QL E 1< : h(x) > 0> es un abierto SI
principal contenido en 51 y que contiene (02.9 Vi 5’) \ {it = 0>.
Consideremos ahora .8 = QL E 51 : it(x) < 0}. Comprobaremos que .8 es abierto
básico. Esto puede verse fácilmente usando 2.15. De hecho, ninguna componente ir -SI
reducible de 82.8 da una obstrucción global a la basicidad de .8, ya que .8 = E’ y
82.8 ci 8~S U {h = 0> no intereseca .8. Es prácticamente inmediato verificar que .8 es
localmente básico en los puntos singulares de 8~E, ya que los puntos que no presentan J
cruzamiento normal se pueden describir localmente por {it < 0>.
Así .8 es abierto básico y 51 = RU {h> 0> U ({it = O> ViS). Aplicando 3.1 tenemos el SI
resultado.
Para el caso general, consideremos una desingularización ir1 1<1 ~ 1< de una com-
pactificación X de X, y entonces una resolución ir2 1<2 —> 1<1 de la frontera de Zariski SI
de w~’(S). Definamos 2’ = <‘(iri1(S)). Entonces T* verifica 4.1. Pero siempre existeun conjunto semialgebraico 5’ en X
2 genéricamente igual a 2’ y birregularmente isomorfo SIa 5. Por lo tanto, es suficiente probar lo siguiente:
Sean 3 y 2’ conjuntos semialgebraicos genéricamente iguales en 1< (i.e. existen conjuntos
algebraicos Cí,£72 con dim(£7,) =1, i = 1,2, tales que 51 \ (£7í Vi 51) = 2’ \ (£72 Vi 2’)). SI
Entonces, 3 verifica 4.1 si y sólo si 2’ verifica 4.1.
En efecto, supongamos que existe un abierto básico .8 = {f > 0,g > O>, un abierto SIprincipal P = {h> 0} y un semialgebraico £7 de dimension menor que 2, disjuntos. dos a
dos, tales que 2’ = .8 U P U £7. Entonces,
S\(£71Vi3) = 2’\(£72ViT)=(BUPU£7)\(£72ViT)= SI
(E\(£72ViE))U(P\(£72ViP))U(£7\(£72ViC))= SI
.8’ U P’ U £7’
Pero E’ = {f > 0,g > 0} \ (£72 Vi .8) y P’ = Qz. > O> \ (£72 Vi P). Consideremos una
ecuacion positiva p E 7<1<) de £72, entonces SI
R’={pf>0,pg>0}, P’={pit>0> SI
y además dim(C’) < 1. Por lo tanto 5 = {pf > O,pg > 0> U {ph> 0} U (£7’ U (C~ Vi 3)),
donde estos tres conjuntos semialgebraicos son disjuntos dos a dos. SI
SI
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4 Revisión geométrica de la teoría de abanicos
Dedicaremos esta sección al estudio de la teoría de abanicos en relación con la basicidad.
Los resultados que trataremos son ya conocidos (ver [Br2], [ABR]) dentro de las teorías
de espacios de órdenes y de formas cuadráticas. Sin embargo, para dimensión 2 daremos
sencillas demostraciones usando mecanismos puramente geométricos.
Todas las nociones y resultados de algebra real, espectro real, especialización, valo-
raciones reales, etc., quedan referidas al capítulo 1 de esta memoria y a [BCR].
Sea >2 un cuerpo real, recordemos que un abanico F de >2 es un subconjunto finito
de Spec,(>C) tal que el producto de tres elementos cualquiera de F es un cuarto elemento
de E (por producto entendemos el producto como signaturas). Entonces una abanico E
verifica #(F) — 2~ donde k E N.
A partir de ahora >2 será el cuerpo de funciones racionales >2(1<) de una superficie al-
gebraica real irreducible X ci R~, es decir >2(1<) = cf(7Z(X)). En la. siguiente proposición
veremos que sólo hay abanicos de 4 elementos en >2(X). Lo cual, junto con 3.1, prueba
la fórmula global de estabilidad (ver [Sch],[ABR])para superficies:
s(X) = Sup{s : existe un abanico F en >2(X) con #(F)
donde en este caso s(X) = s(2).
Proposición 4.1 Si dim(X) = 2, entonces todo abanico no trivial de >2(1<) tiene 4
elementos.
Demostración: Supongamos que existe un abanico E en >2(1<) tal que #(~) > 4,
entonces E tiene al menos 8 elementos y podemos suponer que tiene exactamente 8.
Teniendo en cuenta las relaciones entre los elementos de E, pongamos
F= {ai,a2,a3,a4,ala2aa,ala3a4,aia2a4,a2a3a4}
Como a4 ~ a1a2a3, podemos encontrar fi E >2(1<) tal que
aí(fí) < O, a2(fí) > O, aa(fí) >0, 04(fi) >0
Obsérvese que a1a2aa(fí) = a1aaa4(fi), entonces existe f2 E >2(X), f2 # fi tal que
ai(f2) < 0, a2(f2) > O, a3(f2) > 0, a1asa4f2) > O
Obsérvese que a1aaa4fí) = aia2a4(fí) y que a1a3a4(f2) = a1a2a4(f2), entonces existe
fa E >2(1<), fa # fi, fa # f2 tal que
a1(fa) < 0, aa(fa) > O, a4(fa) > O, aía2a4(fa) > O
En resumen, los signos de fi, h~ fa en los elementos de E se distribuyen según la. siguiente
tabla:
SI
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_____ ___________ _____ SI
a1 a2 a3 a4 a1a2a3 a1a3a4 a1a2a4 a2a3a4
Y-- + + + - - — +
77— + + — -_. +
+ —
+ -
k — — + + + —
Arreglando denominadores podemos considerar fi, 12, fa E 7<X), con la misma tabla
de signos. Consideremos el abierto básico 5 = {fí > 0,12 > O, f~ > 0> ci 1<, entonces
F Vi .9 = {aa>
Aplicando 3.1 a 5, tenemos que existen g, it E 7Z(X) tales que
5 = {fí > 0,f~ > 0,f~ >0> = {9> 0~it>O>
Luego, a3(g) > O, aa~fh) > O y para todo /3 E F, fi ~ aa es bien /3(g) <0 o bien /3(h) <0.
Como a1a2a3 ~ 5, entonces aí(g) # a2(g) o aí(it) # a2(it). Supongamos que aí(g) ~
a2(g) (en otro caso intercambiamos los papeles de y y it). Además, como a1,a2 « .9,
pogamos aí(g) > 0, a2(g) < O (en otro caso intercambiamos aí y a2). Luego a1(it) < 0.
Caso 1: Supongamos aí(it) = a2(it). Como a4,a2a3a4 « S, a4g) # a4it). Además,
a1a3a4 « 5, entonces ai(g) # a.s(g) o aí(h) # a4h). Con lo cual, teniendo en cuenta
también las relaciones entre los elementos de F, tenemos la siguiente tabla de signos:
a1 a2 a3 a4 a1a2a3 a1a3a4 a1a2a4 a2a3a4
— + — — — + +
it- - + + + — + -
Por lo tanto a1a2a4 E 51, lo que no es posible.
Caso 2: Supongamos entonces aí(it) # a2(h). Luego aí(it) < O y a2(h) > 0. Como
a4,a1a2a,1 « 3 entonces a4(g) # a4(it). Además, a2a3a4 ~ 3 luego a2(g) # a4(g) o
a2(it) ~ a4(h). Con todo lo cual tenemos la siguiente tabla de signos en este caso:
a1 a2 a3 a4 a1a2a3 aíaaa4 1 a~a2a4 a2a3a4
9+ — + + — + — —
it— + + - — + + —
Por lo tanto, a1a3a4 E 3, lo cual no es posible.
Luego hemos llegado a una contradicción al suponer que existe una abanico con 8
elementos distintos en >2(1<). 0
En el resto de esta memona entenderemos por abanicos sólo aquellos de 4 elementos.
A continuación veremos que las propiedades a) y b) de 2.15 son equivalentes a ciertas
propiedades sobre abanicos de >2(X). De este hecho deduciremos inmediatamente el
criterio de los abanicos de 4 elementos para la basicidad (ver [Br2])en su versión más
geométrica (ver [ARí]),esto es para abanicos asociados a un divisor primo real.
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Definición 4.2 Sea >2 un cuerpo real. Un abanico F en >2 está asociado a un divisor
primo real si existe un anillo de valoración discreta V de >2 verificando:
a) y es compatible con todos los elementos de E.
b) E induce a lo más dos órdenes en el cuerpo residual kv de V.
c) gr.tr.[>2 : IR] = gr.tr.[kv : IR] + 1.
De hecho, un anillo de valoración discreta V en las condiciones de la definición es un
divisor primo real.
Observación 4.3 En el caso>2 = >2(1<), si E es un abanico asociado a un divisor primo
real V entonces kv es el cuerpo de funciones racioñales de una curva y Specr(kv) tiene
infinitos elementos. Por lo tanto, siguiendo la construcción 1.4.4, E = {ai, a2, a3, a4} está
formado por las elevaciones a >2 de 2 órdenes distintos r1, r2 de kv, que representabamos
en el siguiente diagrama:
a1 a3 a2 a4
kv
Podemos considerar r1,r2 E Spec~(kv) como elementos de Spec~(V) con soporte el
ideal maximal mv de V. Entonces tenemos que a1,a3 (resp. a2,a4) especializan a r1
(resp. r2) en Specr(V).
Continuamos denotando a —* r, cuando a especializa a --. O
Hasta que no indiquemos otra cosa X será una superficie algebraica real irreducible,
compacta y no singular.
Observación 4.4 Sea E un abanico de >2(1<) asociado a un divisor primo real V. Como
1< es compacto tenemos que 1Z(1<) ci V. Consideremos el ideal primo p 7<1<) Vi mv,
entonces V domina al anillo local 7<1<». Tenemos dos posibilidades:
1) Si p es de altura 1, entonces es el ideal de una curva algebraica ‘E ci 1<. Puesto que
X es no singular, el anillo 7<1<)» es un anillo de valoración discreta que está dominado
por y; por lo tanto, V = 7Z(X)» y kv es el cuerpo de funciones racionales de la curva ‘E.
Dado que todo elemento de Specr(%(X)p) es un cono primo de Spec~(7Z(X)) cuyo
soporte está contenido en p, tenemos que E puede ser representado en 1< como indica la
figura 11.4.4(a); esto es, fijando 2 órdenes distintos Ti, r2 en la curva ‘E (i.e. 2 senurramas
distintas centradas en dos puntos a,b E ‘E [BCR, 10.3.3], posiblemente con a = b) y
tomando las dos generizaciones de cada uno de ellos.
-a4
‘E
Figura 11.4.4(a): Abanico centrado en una curva en X
SI
SI
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SI
Entonces, los elementos de F especializan en Spec~(R.(X)) como sigue:
a1 ri—.- a SI
a3
a2 ~ ~2 SI
a4X
donde a, b E Spec,}7<X)) representan los conos primos de soporte m0 y m6 respectiva- SI
mente.
2) Si p es un ideal maximal, entonces es el ideal mp de un puntopEX,yaqueXes SI
compacto. Pero, kv es el cuerpo de funciones racionales de una curva £7 en algún modelo
1<’ de >2(X), con lo cual tenemos el siguiente diagrama: SI
de tienen que existir un morfismo SI>2(p) >2(C)Puesto que 1< y 1<’ tienen cuerpos funciones isomorfos,
birracional ir : 1<’ —~ 1<. Por otra parte, la inclusión de cuerpos >2(p) ‘—* >2(C) indica
que ir produce una contracción de la curva £7 al punto p. Luego, podemos ver F como la
contracción a p de un abanico centrado en £7 (figura 11.4.4(b)). SI
£7
1<’ 1<
a4
r4$ZL.3 SI
a1 a2 SI
Figura 11.4.4(b): Abanico centrado en un punto en X SI
Por lo tanto la única especialización de los elementos de E en 7Z(X) es el cono primo de
soporte mp: a1, a2, a3, a4 -4 p. SI
Definición 4.5 .Sea E un abanico en >2(1<) asociado a un divisor primo real V y sea
p = 7Z(X) Vi mv. Llamaremos centro de E en 1< al conjunto de ceros Z(p) de p. SIDiremos que E está centrado en una curva ‘E (resp. en un punto p) de 1< si p tiene
altura .1 (resp. p es maxzmal).
En los siguientes lemas trabajaremos en Specr(7<X)) con la topología de Harrison. La SI
especialización juega en esta topología un papel importante; recordamos la caracterización
de puntos interiores y. adherentes a un constructible mediante especialización, ya que se SI
utilizará en las demostraciones posteriores:
-. Sea 51 un abierto constructible y ¡3 E 3 tal que a —4 /3. Entonces a E3. SI
Sea 51 un constructible. Entonces, ¡3 E S si y sólo si existe a E £7 con a —> /3.
SI
SI
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Recordamos del Capítulo 1 que la operación tilde da una biyección entre los semialge-
braicos abiertos de 1< y el conjunto de constructibles abiertos de Spec~(7<1<)).
Lema 4.6 3ea 3 ci 1< un semialgebraico abierto. Entonces los siguientes hecitos son
equivalentes:
(i) Para todo abanico E de >2(1<) centrado en una curvase verifica que #(FViS) # 3.(u) Ninguna componente irreducible de 0251 da una obstrucción global a la basicidad
de 5 (i.e. 8~S’ Vi.9’ es un conjunto finito).
Demostración: Supongamos que tenemos un abanico E = {ai, a2, a3, a4> centrado en
una curva ‘E ciX tal que #(FVi 51) = 3. Entonces, por ejemplo, a1,a2,a3 E 3 ya4
Por las observaciones 4.2 y 4.3 el abanico E verifica:
a) El abanico E está asociado a un divisor primo real V = 7Z(X)», donde p es el ideal
de ‘E en 7Z(X).
b) Los elementos de E especializan en Spec~(R(X)) como sigue: a1,a3 —* r1 y
a2,a4 —* r2, donde r1,r2 tienen soporte ~.
Tenemos que r1 E 3 = 3, ya que a1,a3 E 3. Pero, por [BCR, 10.2.8] existen exac-
tamente dos conos primos diferentes de r1 en Spec,}7<X)) que especialicen en r1, luego
estos tienen que ser a1 y a3. Además, como todas las generizaciones de r1 están en 51,
tenemos que Ti es un punto interior de 51, luego Ti E 51’. Con lo cual r1 E II Vi 5” y
dim(H ViS’) = 1.
Comprobemos ahora que ‘E es una componente de 825”. Como a2 E 3 y a2 —*
entonces ~2 E S. Aplicando de nuevo [BOR, 10.2.8] los conos primos que especializan en
r2 y son diferentes de r2 son precisamente a2,a4. Puesto que a4 ~ Sy .9ViSpecr(>2(X)) =
S Vi Spec~(>2(X)), tenemos que a4 ~ S, luego r2 no es interior a 5 (i.e. r2 ~ 3’). Pero
3 = 3*, con lo cual
r2 E 5’ \ 3’ ci 823’.
Esto implica que dim(’EVi0251’) = 1 y entonces Hes una componente irreducible de 5~3’.
Por lo tanto dim(3’ Vi 8~3’) = 1 y queda probada una parte de la equivalencia.
Recíprocamente, sea ‘E una componente irreducible de t
3~S’ que de una obstrucción
global a la basicidad de 3. Entonces podemos encontrar dos abiertos 12~, 122 de ‘E con-
tenidos en ‘E Vi Reg(8
2S) tal que
a) £
2i ci .9’ Vi 71j para algún A, (i.e. ‘E es una componente 1-dimensional del muro
M
1), donde A1,. . . , A~ son las componentes conexas de 1< \ (SU 0~5).
b) 122 ci 3’ (i.e. dim(’E ViS’) = 1).
Sea p el ideal de ‘E en 7Z(X) y y el anillo de valoración discreta 7<1<)». Consideremos
dos órdenes r1,r2 E Specr(>2(H)), con r1 E Qí, r2 E 122 y sea E el abanico obtenido
elevando r1,r2 a V. Con lo cual, a1,a3 —* r1 , a2,a4 —* r2 en Spec~(7Z(X)).
Tenemos,_por una parte, que a2,a4 E 3’, ya que r2 6 3’ y 51’ es abierto. Por otra
parte, r1 E ~9 Vi A’. Luego existen a E 3’ y fi E A con a,/3 -4 r1. Entonces aplicando
de nuevo [BCR, 10.2.8] tiene que ser a = a1 y /3 = a3.
Pero a1,a3a2,a4 E Specr(>2(1<)) y para todo semialgebraico 2’ ci X se verifica que
T Vi Spec~(>2(X)) = 2” Vi Spec7(>2(X)) (operador tilde genérico), entonces a1, a2, a4 E .9
SI
SI
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SIya3 E A1. Por lo tanto, #(F ViS) = 3. o
SI
Lema 4.7 Sea 5 ci 1< un sernialgebraico abierto tal que 8~S’ Vi 3 es un conjunto finito.
Fijemos un punto p E OS. Entonces los siguientes hechos son equivalentes: SI
(i) Para cada abanico F centrado en p se verifica que #(F Vi 5) # 3.(u) El semialgebraico 3 es localmente básico en p.
Demostraczon: Supongamos que 3 no es localmente básico en p. Entonces, aplicando SI
2.13, existe una contracción ir : 1<’ —> 1< de una curva E ci 1<’ a p tal que alguna com-
ponente irreducible D de E da una obstrucción global a la. basicidad de 2’ = ir>’(3). SI
Entonces, por 4.5, existe un abanico F = {ana2,aa,a.t} de >2(1<’) centrado en la curva
D tal que #(F Vi 2’) = 3.
La contracción ir induce un isomorfismo de cuerpos ir, : >2(1<) —~ >2(1<’) y un SI
monomorfismo de anillos ir~IR(X) : 7Z(X) —* 7Z(X’). Sea G el abanico de >2(1<’) ima-
gen inversa de E por ir,, es decir SI
U = {rj(ai),ir;í(a2),r§(aa),lcl(a4)} ci Spec~(>2(X))
Entonces, dado que.9 y 2’ son birracionairnente equivalentes, #(G Vi 5) = 3. SI
Comprobemos ahora que U está centrado en p. Sea V el divisor primo real asociado
a E, entonces ir§(V) = W es el divisor primo real asociado a U. Con lo cual, SI
mw Vi 7<1<) = ir§(J(’E))
donde .IT(’E) denota el ideal de ‘E en 7<1<’). Por lo tanto,
mw Vi 7<1<) = ¿T(ir(’E)) = SI
con m el ideal maximal de p.
Recíprocamente, supongamos que 5’ es localmente básico en p. Entonces existe un SI
entorno abierto U de p en 1< y un abierto básico .8 en 1< tal que 51 Vi U = .8 Vi U.Sea F = {ai,a2,aa,a4> un abanico de >2(1<) centrado en p. Claramente E ci U, ya
que a~ especializa en Spec~(7<X)) al cono primo que tiene a como soporte. Supong- SI
amos que a1,a2,a3 E 3 y a4 ~ 5’. Entonces, aí,a2,aa E U ViS y a4 ~ U ViS. Luego,
para todo j = 1,..., 1, a1(f5) > O para i = 1,2,3 y existe jo tal que a4(f50) < O. Pero esto
es imposible ya que E es un abanico y aiar¿aa(fs0) # a.t(fj,). SI
Observación 4.8 Sea .9 un semialgebraico abierto tal que 823’Vi 51* es un conjunto finito. SI
Sea p E 82.9 tal que p « 85 ó 875 presenta un cruzamiento normal en p, entonces para
todo abanico centrado en p se tiene #(F Vi 5) # 3. SI
De los dos lemas precedentes deduciremos inmediatamente el criterio de los abani-
cos de 4 elementos para la basicidad y la principalidad en el caso de superficies. Este SI
resultado, que fue originariamente probado por Brdcker (ver [Br2]) para cuerpos reales
SI
SI
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y usando formas cuadráticas, afirma que un semialgebraico 51 es genéricamente básico
(resp. principal) si y sólo si no existe un abanico de 4 elementos con 3 (resp. 1 ó 3) de sus
elementos contenidos en 3. Posteriormente ha sido mejorado por Andradas y Ruiz (ver
[ARí]) al demostrar el teorema de densidad para abanicos. El teorema de densidad afirma
que los abanicos asociados a un divisor primo real son densos dentro del conjunto de
abanicos de un cuerpo con la topología producto de la Harrison en cada factor. Y de aqul
el enunciado de este teorema cambia abanico por abanico asociado a un divisor primo
real. En esta memoria obtendremos esta última versión como consecuencia de nuestro
criterio 2.15. Lo cual nos proporciona, además, el teorema de densidad para extensiones
finito generadas de IR de grado 2.
Teorema 4.9 Sea 1< una superficie algebraica real irreducible y sea 3 ci 1< un semialge-
braico. Entonces,
1) 3 es abierto (resp. cerrado) básico si y sólo si 873 Vi 51 = 0 (resp. 3 es cerrado) y
para cada abanico E de >2(1<) asociado a un divisor primo real se tiene #(F Vi S) # 3.
2) 5’ es abierto (resp. cerrado) principal si y sólo si 0~3 Vi 3 = O (resp. 82S ci 3) y
para cada abanico F de >2(1<) asociado a un divisor primo real se tiene #(F Vi 3) # 1,3.
Demostración: 1) Supongamos que 3 abierto básico, luego 3 = {fi > 0, ... ,f~ > 0>,
con fi,... ,f,. E 7<1<) y 8~3 Vi3 = 0. Sea E = {aj,cr2,aa,a4} un abanico en >2(1<) y
supongamos que a1,a2,a3 E 51 y a4 « 3. Entonces para todo i = 1,...,r, f1(a5) > O
(j = 1,2,3) y existe io E {1,...,r} tal que a4(f.,,) > O; lo cual es imposible ya que E es
un abanico.
En el caso en que .9 sea cerrado básico (i.e. 51 = {fí =0,... ,~ = O>, con los
Is E 7<1<), basta trabajar con 3 \ {f~ . . . f, = 0> y tener en cuenta que se puede aplicar
el operador tilde genérico ya que E ci Spec~(>2(1<)).
Recíprocamente, supongamos que 8251 Vi 5 = O y #(F Vi S) ~ 3 parar todo abanico E
asociado a un divisor primo real. Si 1< es compacta y no singular, por 4.4 tenemos que
los abanicos asociados a un divisor primo real son de 2 tipos: centrados en una curva o
centrados en un punto. Entonces, 4.5 y 4.6 nos permiten afirmar que 8751* Vi 51* es un
conjunto finito y que 51 es localmente básico en todo punto de 851. Por lo tanto, por 2.15,
.9 es abierto basíco.
Si 1< no es compacto o es singular tomamos un modelo birracional Xi de 1< obtenido
compactificando y desingularizando 1<. Sea Sí la transformada estricta de 3 en
entonces 8~(S~) Vi $ = 0 ya que .9 verifica esta propiedad. Además, #(~ Vi S1) ~ 3 para
todo abanico asociado a un divisor primo real E de >2(3~), puesto que >2(X) y >2(X~)
son isomorfos y 3 y 51~ son genéricament.e iguales. Entonces, S~ es abierto básico. Con lo
cual, dado que 8251 Vi 51 = 0, 51 es abierto básico (Observación 1.5).
Para el caso 3 cerrado, basta tomar 3 \ 0~S, aplicar lo anterior y por 1.4 se tiene el
resultado.
2) Supongamos 51 {f > 0> un principal abierto entonces 023 Vi 51 = 0. Sea un
abanico E = {aí,a2,aa, a4> en >2(1<) y supongamos que a1,a2,a3 E 3 y a4 « 3 o bien
supongamos que a1 e 5’ y a2,a3,a4 «~• Entonces,
a1a2aa(f) ~ a4 o aí(f) # a2a3a4(f)
SI
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Luego E no sería un abanico.
Recíprocamente, supongamos que 82.9 Vi5’ = O y que #(F Vi S) # 3 para todo abanico SIcentrado en una curva. Entonces como en el caso 1) y aplicando ahora 2.20, tenemos que
5 es abierto principal. Obsérvese que al compactificar y desingularizar algún punto de X
puede convertirse en una curva de X~, con lo cual en 1< hay que tener en cuenta también SI
los abanicos centrados en puntos, mientras que en X1 no es necesario (véase observación
a continuación).
El caso 5 cerrado es consecuencia del anterior trabajando con 1< \ 3. 0
Observación 4.10 En el caso de superficies compactas y no singulares el apartado 2)
del teorema 4.8 se puede enunciar (vasta aplicar 2.20) como sigue:
5 es abierto (resp. cerrado) principal si y sólo si 8~S Vi 5 = 0 (resp. 82S ci 3) y para SIcada abanico E de >2(1<) centrado en una curva en 1< se tiene #(F Vi S) # 1,3.
Este enunciado tiene un sentido más geométrico ya que alude a un modelo 1< de >2(X). SIPor último, anotése que esta versión del criterio de los abanicos de 4 elementos para la
principalidad puede ser extendido a un conjunto algebraico 1< compacto y no singular,
puesto que según indicamos en 2.21 el criterio 2.20 puede ser extendido y, por otra parte, SIla demostración de 4.5 también.
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Capítulo III
Descripción de abanicos
Este capítulo contiene una descripcion completa del conjunto de abanicos de una superficie
Ialgebraica
real irreducible. Tomamos como punto de partida la construcción explícita del
espectro real de una superficie ([AGR]).
Como hemos notado en el Capítulo 1, la cadena de anillos de valoracion compatibles
con un orden nos aporta información geometrica sobre este. En el estudio de los abanicosu el concepto de anillo de valoración compatible adquiere gran importancia: todo abanico
trivializa según un anillo de valoración; es decir, existe un anillo de valoración compatible
con todos sus órdenes y estos inducen en el cuerpo residual un abanico trivial. Esteu
resultado se conoce como Teorema de trivialización de Brjcker. En el caso de dimensión
2 este hecho se simplifica notablemente, lo cual nos permite: primero, agrupar órdenesu según sus valoraciones compatibles, para luego, elevando los órdene~del cuerpo residual
según el Teorema de Baer-Krull, determinar completamente el conftúito de abanicos.
En la sección 1 daremos una descripción completa del conjunto de órdenes totales de
una superficie: asociaremos a cada orden unos invariantes que lo caracterizan, los cuales
nos permiten definirlo mediante un homomorfismo en un cuerpo de series. Usando estos
u homomorfismos, en la sección 2, conseguiremos dar la cadena de valoraciones compatiblescon un orden según sus invariantes. Finalmente en la sección 3, daremos una demostración
sencilla del Teorema de Trivialización para dimensión 2 y determinaremos el conjunto de
u abanicos utilizando las técnicas antes expuestas, concretamente estableceremos la relaciónentre los invariantes de los cuatro órdenes que constituyen un abanico.
1 Descripción de órdenes
En esta sección determinaremos completamente el espectro real del cuerpo de funciones
racionales de una superficie algebraica real irreducible. Con el propósito de describir todos
u los órdenes, añadiremos nuevos invariantes a los introducidos en [AGR] para determinarel espectro real de los cuerpos de series y mediante henselización trasladaremos estos
resultados a un modelo liso de una superficie real.
A modo introductorio, damos las notaciones y principales resultados de [AGR], que
nos servíran como punto de partida.
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Primero se construye explícitamente cada arden de ]R[x, y]] que hace y/x finito con
respecto de IR y x > 0. Para ello se hace una especie de expansión de Puisex de cada
orden, comparando y con las potencias racionales de x, como sigue:
Sea a E Spec~(R((z,y))) tal que y¡a es finita respecto de IR y x > 0. El orden a
está determinado por su restnccíon a R[xffly] (basta aplicar el teorema 4e preparación
de Weierstrass) y ésta se extiende de modo único a E[y] (ver [Ma]), donde E es el cuerpo
de series formales de Puiseux con coeficientes en IR (i.e. la clausura real de (Rif r)),0+)).
Con lo cual, tenemos el lugar p : F(y) —+ IR, dado por p(h) = Sup{r E IR : y < /4, cuya
restrición a IR((x))(y) determina el cierre convexo de IR en R((r))(y) respecto de a.
Se define inductivamente una familia:
donde e,, E {—1, +i}, M,, ci Q~, 6, E Q, c,, E IR, de la siguiente forma:
Se toma £~ igual a +1 ó a —1 según sea y > ~ ó y < O. Supuestos dados todos los
términos hasta el Índice it — 1, sea:
= {O ~
SiM,,=
e Si i~
:pQ’~~t1Y’01) =+oo}
0 la construcción acaba en M,,. En otro caso, sea i~ = inf(M
0).
es irracional, la construcción acaba también en M,,.
e Si ~ es racional, sea
(y )a =73
— Si a = 0, +oc, la construcción acaba también en M~.
— Si a ~ 0, +oc, se toma O,. = q y c,. =
Finalmente sea e,~. igual a +1. ó a —1 según sea y — ~ cz
8 >Oóv—2~
1c~x
8<0.
Sea it E N U {oc} la última etapa de esta construcción. De aquí se obtiene una serie
de potencias formales 4(r) = S~-~ c
1r
6i con coeficientes reales y exponentes racionales
crecientes > Ji un número O E RU {oc} que es
oc
e,,
si Al,, = 0 ó it = oc
en otro caso
además, se añade un símbolo u E {—ao, —1,0,1, oc>, elegido
(i) = O si 4(z) no es de Puiseux.
(u) cr igual a 1 ó a —1 según sea y — dr) > O ó y — dr)
una serie de Puiseux y O = oc.
(iii) a = ~,, O = e R \ Q ó si O = i~ E Q y a = O.
(iv) a = e~a si O = ‘~ E Q y a = +oc.
Entonces, como a está determinado conociendo el signo
con C(x) E E se obtiene el resultado siguiente:
del siguiente modo:
< 0, en el caso que dr) sea
de elementos del tipo y + 4(x)
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Teorema 1.1 ([AGR]) Un orden a de R((x,y)) tal que x > O e y/x es finito respecto de
IR, tiene asociada de forma unívoca una 3-upla (4,6, a), donde 4(x), &, a son como arr-iba,
de uno de los siguientes tipos:
(1) («x),oc,0), con4 no Puiseux.
(2) (4(x), oc, u), con ¿ una serie de Puiseux y a E {1, —13..
(3) (4(x),6,a), con4 finita (i=l,...,s), 6ER\Q, 6~<6 yaE{1,—1}.
(4) (8,(x),6,a), con4 finita (i = l,...,s), GE Q ya E {—oc,—1,1,oc} tales que 6~ =6
si a E {—l,1} ~ e~ <6 si a E {—oc, oc>.
En concreto a queda determinado por un R-homomorfismo ordenado 4’ de IR((x,y)) en
uno de los siguientes cuerpos:
£7, el cuerpo de series formales con exponentes reales, en la variable z, con coefi-
cientes en IR (casos (1) y (3));
F((y)), el cuerpo de series formales, en la variable y, con coeficientes en E (cuerpo
de series formales de Puiseux, en la variable z, con coeficientes en R) (caso (2));
L, cuerpo de series formales de Puiseur, en la variable x, con coeficientes en
IR((y)) (caso (4))
(todos ellos con el orden que hace x > O e y > 0). Este 4’ es, en cada caso:
(1)4’: IR((x,y)) —+ £7: {
4’(y) = 4(x)
(2)4’: R((x,y)) —* F((y)): {
4’(y) = 4(x) + ay
4’(x)=x(3) 4’:R((x,y))—* £7: { 4’() = 4(x) + axO
(4)4’: IR((x,y)) —* L: { 4’(z)=x
«y) = 4(x) + z8y’
donde y’ = ay si a E {—1,1}, y’ = e/y si a E {—oc, oc> (con e = 1 si a = oc,
e = —1 si a = —oc).
Corolario 1.2 ([AGR]) (1) Cada orden de R{x,y> se extiende de forma tinica a R[z,y]]
si y sólo si 4(x) no es de Puiseux o es convergente. En otro caso, posee dos extensiones
que se diferencian sólo en ci símbolo a.
(2) Cada orden de IR[Z,Y]]Mg o IR[x,y] (en este caso centrado en el origen) se extiende
de forma iinica a R[x,y]] si y sólo 4(x) no es de Puiseuz o es de Nasit. En otro caso,
posee dos extensiones que se diferencian sólo en el símbolo a.
Observación LS Se obtiene una descripción análoga a 1.1 para órdenes de R{x,y} (resp.
de R[x,y]]ajg y de 1R[x,y], centrados en el origen), sin más que poner a = O en el caso
en que a no posea extension unica. Con lo cual se tiene 1.1 para estos anillos con las
siguientes modificaciones: en el caso (1.) 4(x) es una serie no convergente (resp. no de
Nash); y en el caso (2) 4(x) es una serie convergente (resp. de Nash).
SI
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Ordenes centrados en el origen SI
En lo que sigue denotaremos por A (resp. A) uno de los anillos de series siguientes: SIR[x,y]] (resp. R[x]]), R{x,y} (resp. R{x}) ó IR[x,y]]ajg (resp. IR[x]]aig); y por >2 (resp.
K) el cuerpo de fracciones de .4 (resp. A). El conjunto de órdenes totales de A coincide
con Spec,}>2). SI
Definición 1.4 Sea 2’(>2) el conjunto de las uplas (T,8,N,4(t),m,w) donde TE {1,oc>,
8 E {—1, 1>, N E Z.~., 4(t) = 21>1 c1t~~ es una serte con coeficientes reales y exponentes SI
racionales crecientes mayores o iguales que N, m E Z U (IR \ Q) tal que m =0, y
w E {—1,0, 1> U {z + a, —z + a, .—1/z, 1/z>deffi, verificando las siguientes relaciones: SI(1) Si m = O y tu = O, entonces N = 1 y 4(t) es no algebraica sobre K (4(t) # 0).
Además, si T = oc entonces N <ni.
(2) Sim = O y tu ~ ~, entonces n1 E Z~ (i =1), (N,ni,n2,. . . ,n10) = 1 para algún io,
4(x¶/N) es algebraica sobre K y tu E {z, —z>. Además, si 1 = oc entonces 4(t) = 0,
ó 4(t) # Oy N <~ SI
(3) Sim E IR \ Q, entonces 4(t) = ~ c1t”1 E R[t] con (N,ní,. . . ,n8) = 1, n1 < m y
tu E {—1, 1>. Además, si 1 = oc entonces 4(t) = 0, ó 4(t) # O y N < n~.
(4) Si m E Z, m ~ O, entonces 4(t) = 2L1 cjt”1 E R[t] con (N,ní, . . . ,n,,m) = 1, SIni < m y tu E {z + a, —z + a, 1/z, —i/z}~c~ es tal que sim E {1/z, —hz> se tiene
4(t)$OóN<m. Además, sií=ocentonces4(t) =Oyn<m,óbien4(t)0, J
N = m = 1 y tu E {—z, z>, ó bien 4(t) # O y N <n,.
Proposición 1.5 El espectro real de >2 está en biyección con el conjunto 2’(>C). SI
Demostracton: Sea a E Spec~(>2), asociaremos a a una upla (Ta,Sa,Na,4.,(t),ma,wa)
que lo determinara univocamente.
Caso 1: a hace y¡x finito con respecto de IR.
Sea entonces T~ = 1 y = a(x) E {1, —1>, donde a(x) indica el signo de x en el orden SI
a. Consideremos el R-automorfismo ordenado
2 —* 8~2
y—4y
es decir, a’ es el orden inducido por a a través de so. Entonces a’ hace y/x finito con SI
respecto de R y a’(x) > O, con lo cual estamos en las hipotesis de 2.1: a’tiene asociada
de forma unívoca una 3-upla (¿,6,a) como en 1.1 ó 1.3 (según >2), la cual nos da un J
IR-homomorfismo órdenado 4” que lo define.
Sean ahora, en cada caso de 1.1, N,4,m,m como sigue:
(1) N =1,4(t) = 2,>1 c
1~
0~, m =0 y tu =0. SI
(2) N es el mínimo entero positivo tal que 4(x) E IR[xí¡N]], 4(t) = ~ c¿t”1 (n~ = N6~), SI
= O y tu = y si a = 1, tu = —y si a = —1.
SI
SI
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(3) N es el mínimo entero positivo tal que 4(x) E IR[x1/’N], 4(t) = ~‘__ cV’1 (n~ = NO1),
m = NO y tu = a.
(4) N es el mínimo comun denominador de los exponentes de 4(z) y 6,{ 4(t) = ~ c~t% u) = y’tu = y’ + es
con n~ = NO1 y m = N~ E z.
Con este convenio consideremos el siguiente cambio de variable en Im(4’) definido por
z -.-* tN, y —* z. Denotamos por E cualquiera de los cuerpos: £7 con el orden que hace
t > 0, para casos (1) y (3); IR((t))((z)) con el orden que extiende O~ en IR((t)) haciendo
z > 0, para el caso (2); y R((z,t)) con el ord~n que hace t > O,z > O, para el caso (4).
Entonces tenemos a definido por un IR-homomorfismo, composición de los tres anteriores,
(111.1) 4’a:
2 .—~ s0tN
y -4 4(t) + tmtu.
Con lo cual a a le hacemos corresponder la upla (la
segun los casos (1) a (4) discutidos anteriormente.
Recíprocamente, para cada upla diferente con 1 = 1
morfismo ~4,como (111.1) un orden diferente en>2.
Caso 2: a hace y/x infinito con respecto de IR.
Sea T~, = oc y consideremos el IR-automorfismo ordenado
y: (K,a) —* (>2,a’)
x—*y
y-42
es decir, a’ es el orden inducido por a a través de y. Con lo
podemos definirlo por un homomorfismo 4” como (111.1).
por 4’ = 4” . y como sigue:
4’:>2-*E
~y —* ,UN.
— 1 6 N,4(t),m,tu) E T(>2)
se tiene a través de un homo-
cual cx’ está en el caso 1, luego
Ahora bien, a queda definido
con 5, N, 4(t), m, tu como en el caso 1.
Así, a está umvocamente determinado por 4’ si y sólo si hace y¡z infinito con respecto
de IR (en otro caso ya está descrito en 1). Supongamos y¡x infinito con respecto de IR,
es decir, para todo y E IR se tiene y <¡ y¡z 1~ Si utilizamos la descripción de a por 4’ se
tiene,
stN
r < 4(t) +tmw
luego, ó bien para todo r E IR
stN — r(4(t) + t!~tu
)
o < 4(t)+tmtu
si es < 6
si 6~ = O
(111.2)
SI
52 III. Descripción de abanicos
ó bien para todo rE IR SI
(111.3) St — ~(~(~)+ ~ <~ J4(t) + tmtu
en el orden determinado por t > 0, z > O en E. SI
Comprobemos cuándo se tiene una de las desigualdades (111.2) o (111.3):
(1) En este caso E = £7 y 4(t) # 0, con lo cual se verifica (111.2) o (111.3) si y sólo si SI
N < n1.
(2) En este caso E = IR((t))((z)), ni = O y tu = z, —.z, con lo cual se verifica (111.2) o J
(111.3) si y sólo si 4(t) # O y N < n1 ó 4(t) = 0.
(3) En este caso E = £7, m E IR\ Q y tu =1, —1, con lo cual se verifica (111.2)0 (111.3) SIsí y sólo si 4(t) # O y N < n1 ó 4(t) = 0.
(4) En este caso E = R((z,t)),m E Z y u) = z+a,—z+a,1¡z,—1¡z, con lo cual se
verifica(IIJ.2)o(IIL3)siysólosi4(t)~0yN<nió4(t)=0yN<mó4(t)=0, J
N = m = 1 y tu = z, —z.
Luego la upla (1 — oc S,N,4(t),m,w) E 2’(K) determina unívocamente a. SI
Notación 1.6 Podemos descomponer Specr(>2) en cuatro subconjuntos disjuntos, según SI
los casos de 1.4, que denotaremos S~(>2), 32(K), .9~(>2), 34(K), respectivamente:
S~(>2) = {a E Spec4K) : ni = 0,w = O> SI
52(K) = {a E Spec~(K) : ni = O,u’ E {—z,z]-> SI
53(>2) {a E Specr(>2) :m E R\Q}
514(>2) {a E Spec~(>2) : ni E Z~}
Observación 1.7 1) Téngase en cuenta que la descomposición de Specr(>2) dada por los
S~ (1.6), vale para los tres cuerpos IR((x,y)), IR({x,y}) y IR((x,y))ajg. Entre los espectros SI
reales de estos cuerpos tenemos aplicaciones canomcas
Spec~(IR((x,y))) —~ Spec~(R({z,y})) -4 Spec~(IR((x,y))ajg) J
que respetan esas descomposiciones salvo por lo siguiente. Un elemento a de 31(R({x,y}))
(resp. de S«R((x,y))a¡g)) no es restrcción de un elemento de 31(IR((x,y))) si y sólo si la SI
serie 4(x) es de Puiseux no convergente (resp. no algebraica); en este caso, a posee dos
extensiones en 52(R((x,y))) (ver 1.2).
2) Cada orden de 11I(x, y) centrado en el origen se extiende deforma única a R((x, y))~j~ SI
(1.2 ó [BCR, 8.8.11]). Luego 1.4 y 1.5 se enuncian de igual modo si cambiamos el espectro
real de IR((x,y))ajg por el subconjunto del espextro real de R(x,y) formado por los órdenes SI
centrados en el origen. SI
SI
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Ordenes en una superficie
Sea 1< ci IR~ una superficie algebraica real irreducible y no singular. Denotemos 7<1<) el
anillo de funciones regulares de 1<. Para cada x E 1< el anillo R4X) localizado en el ideal
maximal m~ de x, que denotamos 7<X)~, es local regular de dimension 2 y su henseizado
es isomorfo al anillo de series formales algebraicas R[x,y]]~5 ([BCR, Cap.8] o
[ABR]).
Denotemos X una compactificación no singular de X ([BCR, Cap.3] y desingular-
ización de superficies).
Proposición 1.8 Elegida una compactificación no singular X de 1<, existe una biyección
entre Spec~(>2(X)) y el conjunto X x Spec~(R((x,y))a¡g)
Demostración: Podemos suponer X compacto, ya que una compactificación es un mor-
fismo birracional, luego da un isomorfismo entre los respectivos cuerpos de funciones
racionales, con lo cual podemos identificar los espectros reales de estos.
Fijemos para cada a E 1< un isomorfismo hR.(1<)0 -Z R[x,y]]ajg.
Sea a E Spec~(K(X)), entonces existe a E 1< tal que a está centrado en a. Un orden
a centrado en a se extiende de forma única a un orden total ti de hlz(X)4 ([ABR]), que
es isomorfo a R[x,y]].¡g. Consideremos entonces ti E Spec~(R((x,y)),ig). Así asociamos
a a el par (a,&).
Recíprocamente, dado (a,/3) E 1< x Spec,(R((x,y))ag) consideremos
Sea a la restricción de /3 a R(X)0, entonces a es un orden total de 7Z(X) centrado en a.
Como todos los morfismos utilizados dan homeomorfismos sobre el espectro real de los
respectivos cuerpos de funciones tenemos que esta correspondencia es efectivamente una
biyeccíon.
Notación 1.9 Identificando Spec~(>2(X))) con 1< x Spec~(R((x,y))~g) a través de la
biyección de 1.8, denotaremos por .S~(>2(X)), para i = 1,2,3,4, el subconjunto de Specr(K(X))
definido como sigue:
.9~(>2(X)) = {a = (a,i) : ti E Si(R((x,y))dg)} (i = 1,2,3,4).
Con lo cual, análogamente a 1.6, tenemos:
Spec,}K(X)) = 31(>2(X)) U 32(K(1<)) U 3~(K(X)) U 514>2(1<)).
(1.10) Caso particular: Sea 1< = IR
2 y consideremos 1< = §~ ci IR3 la esfera unitaria
que es una compactificacion no singular de IR2.
Sean N = (0,0,1) E §2 y sea lrN : §2 \ {N} —* IR2 la proyección estereográfica de §2 en
R2 desde 1<, que es un isomorfismo. Luego §2 es birregularmente isomorfo a IR2, con lo
cual
SI
SI
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SI
es isomorfismo de cuerpos.
Sea a E Spec~(K(S2)) y a E §2 tal que a está centrado en a. Es posible dar SI
explícitamente la biyección de 1.8 que asocía a a un elemento & de Spec~QR((x,y))ajg):1) Si a ~ N consideremos el isomorfismo
son = ir~ . liib: IR(x,y) >2(S~) SI
donde b = irN(a) y 1¾ es el automorfismo de R(x,y) inducido por la traslación de vector SI
—ben IR2. SI
SI
SI
SI
Entonces so;1 (a) = ti es un orden de IR(z,y) centrado en el origen y el par (a,ti)
(o equivalentemente el par (b, ti)) caracteriza a. Además en 1.5 hemos obtenido una SI
descripción expícita de Spec~(R((x,y))ajg) mediante el morfismo (111.1), luego podemos
describir a con la notación de 2.5, salvo intercambio entre x e y, como sigue: J
(111.4) 4’<, : R(x,y) —* E
x —* b
1+&0tN SI
y —* b2+4(t)+t”’tu.
con b = (b1,b2). SI
2) Si a = N consideremos el isomorfismo
so0 = : R(x,y) —* >2(S2)
donde irs es la proyección estereográfica de §2 en IR
2 desde s = (0,0, —1). Entonces SI~ (a) = a es un orden de R(x, y) centrado en el origen y el par (N, ti) (o equivalentemente
el par (oc, ti)) caracteriza a.
En otras palabras, podemos ver el espectro real de IR(x,y) como el espectro real de SI
en cada punto de IR2 U {oc}, aunque se debe considerar con precaución la
manera en que se comportan las topologías. SI
SI
SI
SI
Figura 111.1.10
2. Valoraciones compatibles 55
2 Valoraciones compatibles
El conjunto de todos los anillos de valoración de un cuerpo compatibles con un orden
forman una cadena totalmente ordenada por inclusión 1.3.3. En está sección determinare-
mos esta cadena y el cuerpo residual de cada una de sus valoraciones para cada orden a
en una superficie.
Dado que cada orden en los cuerpos de series tiene una descripción explícita, trabajare-
mos primero en estos cuerpos, que hemos denotado indistintamente por >2 en la sección
1 anterior; luego, mediante henseización pasaremos estos resultados a una superficie lisa.
Comencemos viendo unos lemas técnicos que utilizaremos posteriormente.
Lezna 2.1 Sea A un anillo de series de potencias formales con exponentes en un subgrnpo
r del grupo aditivo IR (1 E F), y con coeficientes en un cuerpo k (es decir, un elemento
.>~ , on a~ E k, ~, con6o<Oi<...). EntoncesuEAesdelaformar.dt)=23_ at0~ c 661’existe una valoración u del cuerpo de fraccines K de A, con cuerpo residual k, dada por
= ord¿(qi(t)) — ordg(~j
2(t))
u(o) = oc
Además, supuesto k real y fijado un orden en k, sea /3 el orden de K que lo extiende y
hace t > 0. Entonces, el anillo de valoración asociado a u es el cierre convexo de k en K
respecto de /3.
Demostración: Sin más que aplicar la definición se comprueba que u es una valoración.
Sean entonces V = {t~ E K : v(i~) =0> el anillo de valoración asociado a u y m = {i~ E
1< : u(q) > 0> el ideal maximal de V. Entonces k~ = V/m es el cuerpo residual de la.
valoracion.
Sea p : y —* k el homomorfismo dado por p(~(t)) = «O) E k. El homomorfismo p
está bien definido, ya que u(~(t)) =0, para todo ~(t) E V. Además p es sobreyectivo,
ya que en particular p(a) = a para todo a E k ci K. Comprobemos que ker(p) = m y
entonces k~ ~ k. En efecto, p(~(t)) = i~(0) = O si y sólo si u(o) > O si y sólo si «t) E m.
Supongamos ahora que k es real y fijemos un orden en k. Sea /3 el orden de K que
hace t > 0, entonces
.8 = Q~ E K : existe a E k con —a <~(t) < a>
es el cierre convexo de k en K respecto de ¡3. Comprobemos que V = .8.
Sea ~(t) E .8, entonces existe a E kcon —a < «t) < a. Supongamos ~i> 0, ya que
en otro caso se trabajaría con —ii. Entonces, si i1(t) = Es>o a1t8i ,con ~ setiene a
0 > 0. Teniendo en cuenta que a — «t) > 0, se tiene:
- Si 6~ < 0, entonces —a0 > O. Lo cual es imposible.
- Si 60 = 0, entonces a — a0 > O. Luego vale cualquier a con a > a0.
- Si e0 > 0, entonces vale cualquier a> O.
Con lo cual «t) E V.
Recíprocamente, si «t) E V, basta tomar a> lao! para que —a <q(t) <a. O
SI
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Lema 2.2 Sea k un cuerpo ordenado, y sean (L,a) y (K,/3) cuerpos ordenados que ex-
tienden k. Denotemos por 4’ : (L,a) —* (K,/3) un k-homomorfismo ordenado y por VV
un anillo de valoración de K/k compatible con /3. Entonces, la imagen inversa V de W
a través de 4’ es un anillo de valoración de L/k compatible con a, cuyo grupo de valores
es un subgrupo ordenado del grupo de valores 1’w de VV, y cuyo cuerpo residual kv es J
isomorfo a un subcuerpo del cuerpo residual kw de W.
Además, si VV es el cierre convexo de k en K respecto de /3, entonces V es el cierre
convexo dekenLrespectode a.
Demostración: Sea tu una valoración asociada a W, entonces basta tomar u = tu.4’, que
es una valoración de L asociada a V, para obtener el resultado. O J
Ejemplo 2.3 (a) Consideremos el cuerpo ordenado (C,O+), donde £7 es el cuerpo de SI
series formales en t con exponentes en un subgrupo ordenado de R y coeficientes en IR y
sea 0+ el orden en £7 extensión del de R que hace t > 0.
Por el lema 2.1, la valoración, SI
w
0: £7 —* RU{oc>
—4 ordt(¿q(t)) SI
tiene como anillo asociado VV0 al cierre convexo de IR en £7 con respecto a 0+, y su cuerpo
residual es IR
Además, W0 es de rango 1, con lo cual es el único anillo de valoración de £7 compatible
con 0+. SI
(b) Consideremos ahora IR((u))((v)), el cuerpo de series formales en y con coeficientes
en IR((u)), con el orden ¡3 que extiende 0+ y hace y > 0.
Por el lema 2.1, tenemos la valoracion SI
(4 : IR((u))((v)) —* Z U {oc}
~(u,v) —* ord4~(u,v)) SI
de rango 1 y compatible con ¡3, que nos da el cierre convexo de IR((~u)) en IRifu))((v)) con
respecto de /3 y cuyo cuerpo residual es (R((u)),a+). SIPor otra parte, existe un uníco anillo de valoración W0 de R((u)) compatible con 0+
y cuyo cuerpo residual es IR. Luego tenemos el siguiente diagrama, SI
VVo ‘- VV1 c~>
ti’ ~ SI
IR(tlu))
donde p es el lugar canónico asociado a W1 (es decir, p(iffu,v)) = ~(u,0)). Entonces, SI
VV0 = p’(Wo) es el cierre convexo de IR en R((u))((v)) respecto de /3.
Por lo tanto existen exactamente dos anillos de valoración de R((u))((v)) compatibles
con ¡3: W1 = IR((u))jjv]] de rango 1 y cuerpo residual R((u)) y VV0 de rango 2 y cuerpo SI
residual IR.
SI
SI
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(c) Consideremos el subcuerpo R((u,v)) de R((u))((v)) con el orden que hace u > 0,
y > 0. Este orden es restricción del considerado en (b), luego aplicando 2.2 a la inclusión,
R((u, y)) ‘—> R((u))((v)), tenemos dos anillos de valoración compatibles que denotaremos,
con abuso de notación, Wo y VV1. Entonces, VV0 es el cierre convexo de IR en IR((u,v)) y
tiene rango 2, VV1 = R[u,v]]<~) tiene rango 1 y cuerpo residual R((u)).
Cuerpos de series
En esta sección conservaremos las notaciones establecidas en la primera parte de la sección
1 anterior. En concreto A (resp. A) será uno de los anillos de series en 2 variables (resp.
en 1 variable) y >2 (resp. K) su cuerpo de fracciones. Hemos obtenido una descripción
explicita de cada orden de>2 mediante un homorfismo en uno de los cuerpos ordenados de
los ejemplos 2.3. A través de este homomorfismo trasladaremos las valoraciones de estos,
ya determinadas en 2.3, a nuestro cuerpo >2.
Proposición 2.4 Sea a E S~(>2). Entonces, existe un único anillo de valoración T¡o de>2compatible con a. Además, y
0 es el cierre convexo de R en >2 respecto de a, tiene rango
1, rango racional .1 y su cuerpo residual es R.
Demostración: Sea a = (T,6,1,4(t),0,0) E 3~(>2), con T E {1,oc>, 6 E {1,—1}, 4(t)
una serie, con coeficientes reales y exponentes racionales > 1 no algebraica sobre K
(i.e. no de Puiseux si >2 = IR((x,y)), no convergente si >2 = R({x,y}), no de Nash si
>2 = R((x,y))aig). Salvo un cambio entre las coordenadas x e y, podemos suponer T = 1
y a dado por el R-homomorfismo, { 4’(z)=bt
donde 4(t) 2 ct0~ _ 61 < ~2 <= •>~ • con 1 <£7 es el cuerpo ordenado del ejemplo (a) de 2.3, luego existe un único anillo de valo-
racion VV
0 de £7 compatible con el orden que hace t > O, que coincide con el cierre convexo
de R en £7 y tiene asociada la valoración w0 de 2.3. Ahora bien, puesto que es un
homomorfismo en las hipótesis de 2.2, la aplicación
yo = .4’ :>2 —* RU {oc>
es una valoración de >2 compatible con a, cuyo anillo de valoración asociado es el cierre
convexo de R en>2 respecto de a. Luego, el cuerpo residual k~0 de 1”o es isomorfo a R.
Además, el grupo de valores
1’v
0 de 1”o es el subgrupo de R generado por {1,
6l,62,. . .
Luego, es un subgrupo de Q, con lo cual 1/o tiene rango 1 y rango racional 1. 0
Observacton: Puede existir a E S~(>2) con >2 = IR({x,y}) ¿ R((z,y))ajg tal que su sene
asociada 4(t) sea de Puiseux (en cuyo caso, 4(t) no es algebraica sobre R({x}) ó R((x))aag).
En este caso, Vo es anillo de valoración discreta deK, pero no es un divisor primo (real)
de>2.
SI
SI
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Proposición 2.5 Sea a E 32(K). Entonces, existen exactamente E anillos de valoración SI
1/o y V~ de >2 compatibles con a, los cuales verifican:
(a) 1/o es el cierre convexo de IR en >2 respecto de a y tiene rango 2. SI
(b) 1”1 es un anillo de valoración discreta, cuyo maximal mv, se contrae a un ideal
primo p de altura 1 en .4, y cuyo cuerpo residual kv, es el cuerpo de fracciones de .4/». SI
Demostraczon: Sea a = (T,6,N,4(t),0,tu) E 32(K) con 1 E {1,oc}, 6 E {1,—1}
N E Z.~., 4(t) E R[t]] tal que ¿(
2íIN) es una serie algebraica sobre K (por lo tanto es SIentera sobre A) y tu E {z, —4. Salvo un cambio entre z e y, podemos suponer 1 = 1 y
a dado por el IR-homomorfismo,
—* IR((t))((z)); f 4’(z) = stN SI1 4’(v) = 4(t) + tu
donde 4(t) = ~ c~t”1, con N =n1 < n2 < yexistei0 =ital que (N,ní,nta,...,n~0) = SI
1.
Como hemos visto en el ejemplo (b) de 2.3, R((t))((z)) posee dos anillos de valoracion SIcompatibles: uno, VV1, de rango 1 y cuerpo residual R((t)); y el otro, W0, de rango 2 y
cuerpo residual IR, el cual es el cierre convexo de R en R((t))((z)). Con lo cual, aplicando
2.2 a 4’, tenemos el siguiente diagrama de anillos de valoración y homomorfismos, SI
>2
Ñ Ñ’ SI
VV0 ‘—* ‘—4
t~ SI
IR R((t))
Así, V0 = 4’—’(VV0) es un anillo de valoración de rango 2, compatible con a y coincide con SI
el cierre convexo de IR en >2 respecto de a. Por otra parte V1 = 4’—’(W1) tiene asociada
la valoración, SI
u1 = 4’ : >2 —* Z U {oc}
definida por u1(E(x,y)) = ordz(F(StN,4(t) + tu)), para E E >2 \ {0>. Luego el grupo de
valores P~ de u1 es isomorfo a Z, con lo cual V~ es anillo de valoración discreta. SI
Comprobemos ahora que el ideal maximal mv, de V1, verifica,
mv, fl .4= (P(bx,y))Á SI
donde P(x, y) E A[y] es un polinomio distinguido e irreducible con 4(z~~’N) — 2 c,2n/N
como raíz. En efecto, SI
mv, = {E(x,~) E >2 : ui(F(x,y))> 0}.
Sea f(x,y) E mv,, luego ordz(f(btN,4(t) +tu)) >0. Escribamos, SI
8f 1 82ff(StN,4(t) + tu) = f(StN,4(t)) + — ~~(btN4(t))w2 SI
y(StN,4(t))w + 2 8y2’ +
SI
SI
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Entonces, ordz(f(StN,4(t) +tu)) >0 si y sólo si f(x,y) E (P(Sx,y))A.
Denotemos por p el ideal (P(Sx,y)).4 de A, entonces y1 domina al anillo local 4,.
Pero .4~ es un anillo local regular de dimensión 1, luego es anillo de valoración discreta,
y 1/, = A~. Por lo tanto, r = P(Sx,y) es un parámetro uniformizador de V-~ y su cuerpo
residual kv, es isomorfo a cf(.~4/»). O
Corolario 2.6 En las hipótesis de 2.5, kv1 es una extensión algebraica finita de grado N
de K.
Demostración: Por 2.5, kv, = cf(A¡p), donde» es un ideal principal de altura 1. generado
por un elemento P(Sx,y) E A[y] distinguido e irreducible (salvo un cambio de x por y).
Como,
A[y]
» fl A[y]
(ver [Z-S,Teor. 6, pag.149]), tenemos que,
kv, ~ cf
que es una extensión algebraica finita de K, de polinomio mínimo P(Sx,y) y por lo tanto
de grado N. O
Proposición 2.7 Sea a E 33(K). Entonces, existe un único anillo de valoración V0 de
>2 compatible con a. Además V0 es el cierre convexo de R en>2 respecto de a, tiene rango
1, rango racional 2 y su cuerpo residual es IR.
Demostración: Sea a = (T,6,N,4(t),m,tu) E 33(K) con T E {1,oc>, 6 E {1,—1>,
N E Z~, 4(t) E IR[t], ni E IR \ Q y tu E {1, —1}. Salvo un cambio entre x e y, podemos
suponer T = 1 y a dado por el IR-homomorfismo,
1 44x) —1 4’(y)=4(t)±tm
donde 4(t) = ~ c~t”~, con N =n1 < .. < n8 < ni y (N,ni,. . .,n,) = 1.
Obsérvese que 44K) ci LR((t,t
m)) ci £7. Luego, si consideramos R((t,t’fl) con el orden
definido por t > O (es decir, la restricción del que teniamos en £7), aplicando 2.2 y
tenemos un unico anillo de valoración VVo de IR((t,tm)) compatible con este orden; el cual
es el cierre convexo de IR en R((t,tm)). Luego, por 2.2, Vo = 4r’(Wo) es un anillo de
valoración de >2 compatible con a, que coincide con el cierre convexo de IR en >2 respecto
de a.
Además, sabemos que una valoración asociada a 1/o es,
v0:>2 -~ IR U {oc>
SI
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definida por vo(f(x,y)) = ordi(f(&t ,4(t) ±tm)), con f E >2 \ {O>. Luego, el grupo de
valores 1’v0 de V0 es el subgrupo de IR generado por {1,N,ni,. . ,n9,m>; con lo cual, SI
st Z Vo tiene rango 1 y rango racional 2. 0
Proposición 28 Sea a E 514(K). Entonces, existen exactamente 2 anillos de valoración SI
yo y V~ de >2 compatibles con a, los cuales verifican:
(a) yo es el cierre convexo de IR en >2 respecto de a y tiene rango 2.
(b) V~ es un anillo de valoración discreta cuyo ideal maximal mv1 se contrae al ideal SI
maximal en .4.
Demostración: Sea a = (T,6,N,4(t),m,w) E 34(K) con T E {1,oc>, & E {i,—í>, SI
N E Z~, 4(t) E R[t], ni E Z~ y tu E {z + a, —z + a, 1/z, ~1/Z}aeB. Salvo un cambio entre
x e y, podemos suponer T = 1 y a dado por el IR-homomorfismo, SI
4’:K —* R((z,t)); 4’(x) — &tN
1. 4(y) = 4(t) + tmtu SI
donde 4(t) = ~ c
1t~, con N < n1 < <n, <ni y (N,ní, . . . ,n5,m) = 1.
En el ejemplo (c) de 2.3 hemos visto que R((z,t)) posee dos anillos de valoración SIcompatibles, uno VV1 de rango 1 y cuerpo residual IR((z)), y el otro VV0 de rango 2, el cual
es el cierre convexo de IR en IR((z,t)). Aplicando 2.2 tenemos el siguiente diagrama,
>2 SI
VV0 ‘-- L* R((z,t)) SI
ti’ SI
IR ‘--> R((z))
Entonces, Vo = 4’
1(VVo) tiene rango 2 y es el cierre convexo de IR en >2 respecto de a, SIluego kv
0 = IR. Por otra parte, Vi = <
1(W
1) es un anillo de valoración de>2 de rango 1
compatible con a y tiene asociada la valoración,
u1 = .4’ :>2 -+ Z U {oc> SI
definida por vi(f(z,y)) = ord¡(f(&tN,4(t) + tmtu)), con f E >2 \ {O>. Luego el grupo devalores 17v, de V~ es isomorfo a 2, y 1/1 es anillo de valoración discreta.
Comprobemos ahora que mv fl A = (x,y»4. En efecto, ui(z) = ord (hiN) — N> O y
v
1(y) = ordt(4(t) + tmtu) = n1 > 0, luego (x,y)Á ci mv1. Pero, mv, fl A es un ideal primo
en A, luego mv1 ri A ci (x,y)Á. SI
En el caso de órdenes en S.~(K) no resulta tan sencillo, como en los casos anteriores, SI
encontrar el cuerpo residual de V1. El cálculo de éste requiere una larga discusión que
incluimos a contínuacion. Parte de esta demostración nos ha sido sugerida por Mariemi
Alonso, a quien agradecemos, además, el gran interes con que ha revisado el contenido de SI
estas páginas.
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SI
2. Valoraciones compatibles 61
Proposición 2.9 En las hipotesis de 2.8, kv1 st IR(wd), siendo d = (N,ni,. .
Demostración: La demostración de 2.9 requiere de varios resultados previos, que iremos
incluyendo según los vayamos necesitando. Comenzamos con un resultado general sobre
numeros enteros que nos será de gran utilidad.
(2.9.1) Lema. Sean b0,b1,. . .,b~ E Z+ y denotemos
= {k E Z+ :0< k < b0,b0 kb1,...,b0 1 kb~>
(donde a [b, para a, 6 E Z, significa “a divide a 6”). Entonces, k E 6(b0,. . . , b8) si y sólo
si k = a(bo¡d) con 0< a < d = (bo,bi,...,b,); con lo cual #(6(bo,...,b,)) = d.
Demostración: Lo demostraremos por inducción sobre s.
Supongamos s = 1 y sean 6(b0,b1) = {k E Z~ :0 =k < ~ kbi> y d = (b~,b~). Sea
k E &(b0,b1), entonces b~ 1 kb1 si y sólo si (b0/d) divide a k(b1/d). Como (b0¡d,61/d) = 1,
b0/d divide a lo, luego lo = a(bo/d), con O =a < d (ya que O =lo < be).
Supongamos que dados bo,. . .,b,~ E Z.., lo E &(b~,.. .,b....1) si y sólo si lo = a(bo/d’),
para O < a < d’, con d’ = (be,..., b~..j. Sean be,..., 6, E Z+, entonces
=
Con lo cual lo E 6(b~,... , 6,) si y sólo si
{ k a(bo¡d’), O < a < d’= b(bo/e), e = (b~,b,), 0=6< e.
Luego, a(bo/d’) = b(bo/e), 6 = ae/d’ . Por lo tanto d’ ¡ ae; y como (d’, e) = d y O < a < d’,
tenemos por el caso s = 1 que a = c(d’¡d) con O =c < d. Así,
lo = d’60 b~
=
con O < c < d. Con lo cual se tiene el resultado. O
(2.9.2) Lema. Sea K un cuerpo y V~ un anillo de valoración de K((x,y)) asociado a la
valoración dada por
v~ (f(x,y)) = ord~ (f(StN,4(t) +tmtu))
donde 6 = 1, —1, 4(t) E K[t] con (N,exp(4)) = d y (d,m) = 1. Entonces, se tiene
1) El cuerpo residual kv, de y1 es una extensión algebraica de K(w), verificando que
[K(tu) : kv,] > d. Además, en el caso 4(t) = O tenemos que kv1 es isomorfo a K(wd).
2) Sea y1’ = V1 fl K(x,y), entonces kv, = kvj’.
Demostración: Un anillo de valoración V1 en nuestras hipótesis está dado por el siguiente
diagrama, vi ...Jk.....It7[.w,t]](É)
¡pi Ip
kv, L. K((w))
SI
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SI
donde p : K[Lw,t]1(¿) —4 IR((tu)) es el lugar canónico asociado a K[Ltu,t]]<t>, dado por
p(f(t,tu)) = f(O,tu). Así, kv, es isomo±foa un subcuerpo de K((w)) via 4’. Comprobemos SIque realmente kv es isomorfo a un subcuerpo de K(w) el cual seguiremos denotando kv1.
Sea H(x,y)¡G(x,y) una unidad en y1, con H(x,y),G(x,y) E K[x,y]]; entonces,
ordf(H(&tN,4(t) + tmw)) = ordt(G(&tN,4(t) + tmtu)) = u. SI
De esta forma,
____________ _______________ SIH(&tN,4(t) + tmtu) tv(f(w)h(w) + tHi(t,tu)
)
G(&tt4(t) + tmtu) = tu(f(w)g(tu) + tGdt,tu))’ SIentonces, pi (H(t, tu)¡G(t, tu)) = h(tu)/g(tu).
Supongamos que h(w)/g(tu) E K((tu)) \ K(tu), entonces, por ejemplo, h(ui) « K[tu].
Luego, existen infinitos i E Z,i =0 tal que
5
v=fl¿N+Z/3!n,+im
j=1 SI
para /3¿,/3, . . . ,/3 E 2, ya que SI
___ (6tN,¿(t))tm~ + — 82H(&tNH(&tN,4(t) + t”’w) = H(&tN,4(t)) + OH 1 ____ 4(t))(tmu))2 +
Oy 2 8y2
Pero, entonces u = oc y H(x,y)/C(x,y) = 0.
Con lo cual kv
1 ci K(w); pero además kv, ~ K, porque, si P(z,y) es el polinomio SImínimo de 4(xí/N) en A[y] (P es irreducible y distinguido), entonces (p(52,y))N/ZW, con
ir = u1(P(bx,y)), es una unidad en V~ cuyo residuo no pertenece a K. Basta considerar
el desarrollo de Taylor de P en (tN,4(T)), teniendo en cuenta que P(tN,4(t)) = O. SI
Por lo tanto, kv, es una extensión trascendente de K contenida en K(w). Por el
Teorema de Liiroth ([GR, Cap.VI, 2]), kv, es una extensión simple trascendente de K, y
además SI
kv,zrK
k g(w) >/
donde h(w)/g(w) E K(tu) se toma entre los elementos de kv, que hacen mínimo el número SI
e = max{gr(h(w)),gr(g(w))}. Además, h/g es la imagen por pi de un elemento H¡G E Vi.
Con esto hemos comprobado, además, que para obtener el cuerpo residual de vi, es SI
suficiente considerar los elementos de K(x,y). En efecto, el cociente h(w)/g(tu) E K(w)
que genera kv, sobre IR es residuo de todos los elementos H’/G’ de K((z,y)) tales que SIy O’ coinciden con H y O, respectivamente, hasta un cierto grado. En consecuencia,
kv,’ = kv,, siendo V1’= vi fl K(x,y).
Luego sólo queda probar que [K(tu) : kv,] =d. SISupongamos d> 1, ya que el caso d = 1 es trivial. Sea e = max(gr(h),gr(g)); esto es,
[K(w) : kv1] = e. Supongamos e < d.
Podemos suponer e = gr(g) y f = gr(h) < e; ya que si gr(h) > gr(g), tomamos g/h y SI
si gr(h) = gr(g) = e, basta tomar (h(tu)/g(tu)) — (a/b), siendo a,b E K los coeficientes de
SI
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término de grado e en h y g respectivamente.
Puesto que h(w)/g(w) E kv1, existe una unidad H(x,y)/G(x,y) en ~ tal que
¡ H(x,y) (H(x,yfl h(w
)
¡ ¡ =
k G(x,y)) P 4’ kG(x,y)) g(tu)
con lo cual,
H(&tN,4(t) + t’~w) _ q(tu)h(w) + Hí(t,tu
G(&tN,4(t) + tmtu) q(w)g(tu) + Gí(t,w)’
con Hi(0,tu) = O y Gí(O,tu) = O. Además, por ser H/G una unidad,
ví(H(x,y)) = v2(G(x,y)) = r.
Veamos que y ~ 0. En efecto, cada sumando del desarrollo de Taylor de
en (&tN,4(t)) verifica que
ord~ (1. ‘ÑstN~4e))tmw)k) =km> O
Entonces, si r = O se tendría h(w) E K, y análogamente g(w) E K.
h(tu)¡g(w) E K y kv, st K, lo que no es posible por hipótesis.
Denotemos 1 = gr(q(w)), entonces q(w)hQw) (resp. q(tu)g(tu)) posee un
grado 1 + f (resp. 1 + e), y por lo tanto en H(&tN, 4(t) + tmtu) (resp. G(&tN,
tenemos un monomio de la forma ctrtu¡+Í con e E K (resp. c’t’~u»~ con
monomio sólo puede proceder de un sumando de la forma
1 Ol+fHl6Ntfw(m411+f
(1+ f)!
1 8I+CG(resp. (1 + e)! 5yl+C
Entonces, existen a5,/35 E Z con O =j =s tal que
8
= (1+ f)m + a0N + >3 a5n~j = (1+ e)m + /30N + >3/35n5;
5=1
luego,
3
(ao—/3o)N+Z(as—¡%)ns(e—f)m#0
5=1
ya que e> f.
Como d = (N,ni, . . . ,tt8), d divide a la primera parte de la igualdad anterior, luego
también divide a la segunda, es decir, d divide a (e — f)m. Teniendo en cuenta que
O < f < e < d, se tiene O < e — f < d. Por otra parte usando (2.9.1) #{k E Z+ : O < lo <
d,d ¡ (e— f)m} = (d,m) = 1; de lo que resulta e = f. Con lo cual, tiene que ser e> d. O
Con lo cual
monomio de
4(t) + tmw))E K). Este
SI
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SIDel lema (2.9.2) se sigue que podemos suponer >2 = R(z,y) para el cálculo de kv,.
Seguiremos denotando vi su restriccón a R(x, y). A continuación probaremos que [R(tu): SIkv,] =d. Para ello necesitaremos extender V~ a «?(x, y); el siguiente lema nos asegura una
uníca extensión.
(29.3) Lema. Sea 1/ un anillo de valoración real de R(xí,... , x,,) y kv su cuerpo J
residuaL Entonces, 1/ se extiende de modo único a C(x1,. . . ,x4. Además, si denotamos
v<~ esta extensión y loS su cuerpo residual, se tiene que [k5 : kvl = 2 y el índice de SI
ramificación de 1/«~ sobre 1/ es 1.
Demostración: La extensión de cuerpos R(xi, ... , x,.) ci C(zi , . . . , x,,) es algebraica de
grado 2, luego V se extiende a C(xi,.. . , x~) ([Bou, §83). Sean vi,..., 14. las extensiones SI
de 1/ a C(xi,... , x,,), entonces tenemos la desigualdad siguiente (ver [Bou, §8, n033)
r
2>>ZeíL SI
t=1
donde e1 es el índice de ramificación de 14 sobre V y f~ es el grado [kv1: kv] de la extensión SI
de cuerpos residuales, para i = 1,... ,r.
Puesto queVes real, ~/
1T«kvyIRcilov. ensuma,Ccikv<y[kv
1:kv]>2. En
_ SIconsecuencia, tenemos
r r
2=>3e.f, =>32e,
i=i ,=i SI
Y como e > 1 tiene que ser y = 1, e¿ = 1 y f, = 2. Luego, hay una única extensión, que
denotamos V« de V. Además, [lo5 : kv] = 2 y el indice de ramificación e = 1. 0 SI
Sea V la extensión de vi a. C(x,y). Este V~ es el anillo de la valoración de C(x,y)
dado por
uf(f(x,y)) = ordt(f(4’(x),4’(y))) SI
donde 4’(x),4’(y) está definido como en 2.8, pero de C(x,y) en C(t,z). SIPodemos suponer & = 1 (es decir, 4’(x) — tN), ya que en otro caso basta aplicar el
isomorfismo de C(x,y) que envía x a. —¶ y deja fijo y.
Los anillos de valoración vi y 1< son ¡somoifos a través de 4’ a los anillos de valoracion SI
4’(vi) = IR(w)[t](~) flR(tN,«t) + tmw) y 4’(VC) = C(w)[t](t) fl C(tN,4(t) + tmw)
de R(tN,4(t) + tmtu) y C(tN,4(t) + tmw), respectivamente. Evidentemente, 4’(V[) es la SI
extensión de 44¾)a C(tN,4(t) + tmtu). Denotamos estos anillos Vi y en lugar de
y 44Vj~), para descargar la escritura. SI
Dado que d = (N, exp(4)), tenemos las siguientes extensiones algebraicas de cuerpos
R(tN,4(t) + tmtu) ci IR(td,tmw) ci R(t,tu) SIC(tN,4(t) + tmtu) ci C(td,tmtu) ci C(t,w)
Sean VV — R(td tmtu) fl IR(w)[t](É) y VVf = C(td,t~~~tu) fl C(w)[t]<t~. Obsérvese que, VV
1 y
VV~ son casos particulares de nuestros anillos ¾y V~, para 4(t) = O. Luego, por (2.9.2),
SI
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tenemos que kw, = IR(wd) y kW1 = C(wd). Trivialmente, ¾y son las restricciones de
VV1 y VV~ a IR(tN,4(t) + tm.w) y C(tN,4(t) + tmw), respectivamente.
A continuación, veremos un par de lemas sobre C, que nos permitirán probar que
st k~j,, y de aquí se obtendrá el resultado.
Denotemos £ = C(t,tu), Ld — C(td,tmw) y LN = C(tN,4(t) + tmtu). Tenemos el
siguiente diagrama de extensiones algebraicas de cuerpos y anillos de valoración
LN q Ld ~ L
V1ID ci VV~ ~ C(tu)[t]~0
1. 1. 1
k~9 C C(wd) G C(tu)
(2.9.4) Lema. [L : LN] = N y [L : £4 = d.
Demostración: Basta probar que el grado de la extensión LN ci L es N, ya que Ld es un
caso particular de LN con 4(t) = O y N = d, entonces [L Ld] = d.
Dado que t es una raíz de TN — tN E LN[T] y que L = LN(t), es [L : LN] =N. Si
encontramos N automorfismos distintos de L que dejen fijo LN, se tendrá la igualdad, ya
que el orden del grupo de Galois de una extensión algebraica es menor o igual el el grado
de esta (ver [GR, 1.4]).
Para cada raíz N-ésima de la unidad e, consideramos el automorfismo a~ : L —* L tal
que af(t) = et. Entonces a~(tN) — tN Para que a~ deje fijo LN, tiene que ser
a~(4(t) + tmtu) = 4(t) + tmw
luego,
4(d) + etmtma (tu) = 4(t) + tmw
y entonces
a~(w) = 4(t) — 4(et) + rmtu
emtm
Como las imagenes de t y tu por a~ son lineales en t y tu, respectivamente, resulta
que o~ es un automorfismo de L que deja fijo LN. Además, tenemos un automorfismo
distinto para cada raíz N-ésima de la unidad. Luego, hemos encontrado N automorfismos
distintos de L que dejan fijo LN.
Por lo tanto, [L : LN] = N. O
(2.9.5) Lema. El número de extensiones de V~ a L es N¡d. Por lo tanto, VV2 tiene
una única extensión a L.
Demostración: En la demostración de (2.9.4) comprobábamos que
N < # (Gal(L : LN)) < [L : kv] <N
SI
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Luego, la extensión LN ci L es de Galois y
Gal(L : LN) = {o~ : e es raíz N-ésima de la unidad} SI
Sean B~,... ,Br las extensiones de V~ a L y supongamos que B~ = C(w)[t](t). Como SI
L : LN es un extensión de Galois, para cada j = 1,... ,r existe una raíz N-ésima de la
unidad e tal que .8, = a~(Bí) ([Bou, ~8, no3]). Luego, el número de extensiones de VV a
L coincide con el número de elementos distintos del conjunto SI
{a~(Bi) : e es una raíz N-ésima de la unidad}
Supongamos que a~,(Bi) = a~2(Bi). Lo que es equivalente a a;
1a~
1(Bi) = B~, y como SI
B~ tiene rango 1, esto es lo mismo que a~
1 a~
1(Bu) ci Bí.
Pero a~2a61 = a~2~1 para todo par de raíces N-ésimas de la unidad. En efecto, SI
a~,a~1(t) = .~~2(e1t) = e2e1t =
a~2a~1(tu) = ‘gel («t)—«eit) + er’ntu) — SI
«62t) — 4(eíe2t) (4(t
)
(eíe2)mtm + ~ — W) = SIeTtm4(t) — 4(eie
2t) + (~1~2)mw = a~2~1 (tu) SI
(e162 )tntm
Con lo cual, basta determinar para qué e’s se tiene a~(Bj) ci .81.
Comprobaremos que a~(.8í) ci Bí si y sólo si e = eckh con una raíz primitiva N-ésima SI
de la. unidad y Ic~ = h(N/d), O =h < d — 1.
En efecto, supongamos que a~(Bí) ci .U~ para cierto e = con lo = 0,..., N — 1 y C SI
raíz primitiva N-ésima de la unidad. Se tiene
a~(w) = 4(t) — + rin E B~ SI
Esto es cierto si y sólo si 4(t) — ¿((kt), lo que quiere decir que ((k)d’ — 1, siendo SI= (ni,... ,n.). Pero, 4 es una raíz N-ésima primitiva de la unidad, luego N 1 kd’
con lo = 0,..., N — 1. Entonces, por (2.9.1), existen exactamente d = (N, d’) enteros
lo — O ..,N—1 tal queN 1 lod’. Estos enteros son son lo,, = h(N¡d) con /t = O,...,d—1. SI
Recíprocamente, supongamos e = (kh, entonces a~(t) = et genera el ideal maximal de .B~
y a~(tu) — (khmw E B~. Luego, a~(B1) ci B~.
Por lo tanto, a¿’a~,(Bí)
número de extensiones de ci B1 si y sólo si e1 = 62~kn (h = O,...,d—1). Luego el SI
a L es N/d.
Por el lema (2.9.5) tenemos que el número de extensiones de V~§ a Ld es N¡d. Aplique- SI
mos ahora la desigualdad para extensiones de valoraciones (ver [Bou, §8, n03])
N N SI
~=[Ld:LN1=eífí+.”+eN,dfN¡d=—¿-
SI
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ya que e1, f~ =1, siendo e1 el índice de ramificación y A el grado de la extensión de cuerpos
residuales. Con lo cual e1 = 1 y fi = 1, para todo i.
En particular, [kW1 : k~] = 1 y el índice de ramificación de VVF sobre V7 es 1.
Entonces, por (2.9.2),
lo
0 =C(wd)stlo~,.
U’1
Además, tenemos el siguiente diagrama conmutativo de cuerpos residuales, donde todas
las flechas son extensiones algebraicas
kv
1 — kw1
1’ 1’
— kW1
deducimos que
kw,][kw, kv] — _ : ~, : kg,]
Entonces, [kw1 : kv1] = 1 y por (2.9.2) kw, = R(wd) kv O
Observación 2.10 Manteniendo la notación de 2.8, existe un elemento i- E vi tal que
uí(r) = 1; es decir, r es un parámetro uniformizador de ¾. De hecho, r E R(x,y).
En efecto, podemos restringirnos a IR(z,y), ya que todo elemento de 514(IR(x,y)) cen-
trado en el origen se extiende de modo único a >2 y esta extensión pertenece a 34(K);
entonces, si r E R(x,y) es un parámetro uniformizador para vi fl IR(x,y), lo es también
para ¾. Adoptando la notación establecida en 2.9, tenemos que el índice de ramificación
de W~ sobre V~« es 1. Por otra parte, de modo análogo, se prueba que el índice de
ramificación de IR(w)[t](~) sobre VV~ es 1; entonces el grupo de valores de ¡4 es Z. En
consecuencia, basta aplicar (2.9.3) para tener el resultado.
Cuerpos de funciones
Sea >2 una extensión finitamente generada de IR de grado de trascendencia 2 y 1< una
superficie real irreducible compacta y no singular tal que>2 = >2(X); en otras palabras X
es un modelo compacto y no singular de>2. En la sección 1 hemos descrito completamente
Specr(>2(1<)) como el conjunto de pares (a,&), donde a E X y ti E Spec~(R((x,y))aig).
De esta forma dado un par (a, ti) el monomorfismo de anillos
7Z(X)n ~> h%(x),, —* IR[z,y]1,i5
nos da una extension algebraica de cuerpos
son >2(1<) —* R((x,y))aig
y obtenemos un único a E Spec~(K(X)) como so;
1(ti) = a. Además la imagen inversa por
son de (Specr(IR((x,v))aig)) es el conjunto de todos los elementos de Spec~(K(1<)) centrados
en a; en otras palabras, Spec~(>2(X)) es igual a Spec~(R((x,y))ajg) en cada punto de 1<.
Dado que conocemos la cadena de valoraciones compatibles con un orden de R((z, y))alg
y los cuerpos residuales de éstas intentaremos trasladar estos resultados a >2(X) mediante
el homomorfismo son.
SI
SI
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Proposición 2.11 Sea a E 51~(>2(X)). Entonces existe un único anillo de valoración SI
yo de >2(1<) compatible con a. Además, yo tiene rango 1, rango racional 1 y su cuerpo SI
residual es IR.
Demostraczon: Sea a = (a,ti)) E 1< x .9í(R((z,y))~g). Por 2.4 existe un uníco anillo de SI
valoración VV0 de IR((x, y))~j~ compatible con ti, además VV0 tiene rango 1, rango racional
1 y es el cierre convexo de IR en IR((x,y))aig respecto de ti. Entonces,
1/o = so;í( VV
0) es el
cierre convexo de IR en >2(X) respecto de a (2.2), luego su cuerpo residual es IR. Además, SI
el rango y el rango racional de VV0 y de V0 coinciden ya que ‘Pa es una extensión algebraica
de cuerpos.
Con lo cual, puesto que V~ es el cierre convexo de IR y tiene rango 1, es el único anillo SI
de valoración compatible con a. O
Proposición 2-12 Sea a E 512(K(X)). Entonces existen exactamante dos anillos de
valoración Vo y ¾de >2(1<) compatibles con a, tales que:
(a) Vo es el cierre convexo de IR en >2(1<) respecto de a y tiene rango 2. SI
(b) V~ = R4X)», donde» es un ideal primo de altura 1 (i.e. ~ es anillo de valoración
discreta) , luego el cuerpo residual kv, de vi es el cuerpo de funciones algebraicas de una SI
curva trreducible en 1<.
Demostración: Sea a = (a,ti) E 1< x S2(IR((x,Y))alg). Por 2.5 existen dos amilos de SI
valoración VVo y VV1 de R((x,y))ajg compatibles con ti, verificando:
(a) W0 es el cierre convexo de IR en IR((x,y))ajg respecto de ti y tiene rango 2.
(b) VV1 = (IR[x,y]]~g)q, donde q es un ideal primo de altura 1. SI
Sean
1/o = so;’(Wo) y ¾= soV(VVO. Entonces, aplicando 2.2 y por ser son una
extensión algebraica de cuerpos, tenemos que V~ es el cierre convexo de IR en IR(x, y)
respecto de ti y tiene rango 2; ¾es un anillo de valoración de rango 1 compatible con SI
a y su grupo de valores 1’v
1 es un subgrupo ordenado de
1’v, = Z, luego vi es anillo de
valoración discreta. Con lo cual, estas son todas las valoraciones compatibles con a.
Consideremos el diagrama: SI
-* “4 vi “—>K(X) SI
R[x,y]}aig ‘—* Wc, “4 VV, ‘~*R((x,y))aig
Sea mv, el ideal maximal de vi, entonces SI
Pa = mv, fl 7Z(X),,= ]]) = SI
= so;’(rnw,) fl
= so§(mw, fl IR[x,y]].~) = SI
= so$’(q)
luego ». es un ideal primo de altura 1. SISea » E R4X) el ideal primo contracción de »~ a R.(X), entonces p está estrictamente
SI
SI
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contenido en m~, luego tiene altura 1 y
mv1flR.(X) = (mv,flR4X)0)flR.(X)=
= pnfllZ(X)=»
Luego ¾domina a %(X)~,, y como es anillo de valoración discreta Vj = 7Z(X)~ y entonces
kv, st cf (R(X))
o
Proposición 2.13 Sea a E S~(K(X)). Entonces existe un único anillo de valoración 1/ode >2(1<) compatible con a. Además, Vc, es el cierre convexo de IR en >2(1<) respecto de
a, tiene rango 1 y rango ractonal 2.
Demostración: Sea a = (a,&) E X x Sa(IR((x,y))aig). Por 2.7 existe un uníco anillo de
valoración VVo de IR((x,y))ajg compatible con ti tal que VV
0 es el cierre convexo de IR en
IR((x,y))ajg respecto de ti, tiene rango 1 y rango racional 2. Consideremos 1/o = soV(VVo)que es el cierre convexo de IR en >2(X) respecto de a y tiene rango 1 y rango racional 2,
por ser una extensión algebraica de cuerpos. Luego Vc, es el único anillo de valoración
de >2(1<) compatible con a. o
Proposición 2.14 Sea a E S4(K(X)). Entonces existen exactamente 2 anillos de valo-
Vo y vi de >2(X) compatibles con a, los cuales verifican:
(a) y
0 es el cierre convexo de IR en >2(X) respecto de a y tiene rango 2.
(b) ~ es un anillo de valoración discreta tal que su ideal maximal mv, se contrae al
ideal maximal de un punto a E 1< en R4X) y su cuerpo residual es isomorfo a IR(uA) con
d un entero positivo.
Demostración: Sea a = (a,&) E 1< x 514IR((x,y))aig). Por 2.8 existen exactamente dos
anillos de valoración VV0 y VV1 de R((x,y)»ig compatibles con ti, tales que:
(a) VV0 es el cierre convexo de IR en R((x,y))ajg respecto de ti y tiene rango 2;
(b) W1 es anillo de valoración discreta que domina a IR[x,v]]aig.
Sean
1/o = soV( Wc,) y y1 = ‘Pa ‘(VVi); puesto que ‘Pa es una extensión algebraica de
cuerpos y aplicando 2.2, obtenemos que Vc, es el cierre convexo de IR en >2(1<) respecto de
a y tiene rango 2, ¾es aniUo de valoracjón discreta compatible con a y su ideal maximal
mv, verifica,
mv,flR}X) = (mv,flR.(X)~)flR4X)=
= soV ((x,y)R[x,yl].,g) 11 %(X) =
= m0R(X)0 o 7Z(X) =
Por otra parte, usando (2.9.2), es inmediato que kv, st IR(wd). O
SI
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3 Abanicos SI
El Teorema de Trivialización de Brócker (ver [Brí], [ABR]) afirma que para todo abanico SI
de un cuerpo real existe un anillo de valoración compatible con todos sus elementos y
tal que el abanico inducido en su cuerpo residual es trivial. En la primera parte de SIestá sección veremos que en el caso particular de los cuerpos que venimos tratando la
trivialización se da según un anillo de valoración de rango 1. En la segunda y tercera parte
determinaremos completamente el conjunto de abanicos de 4 elementos de los cuerpos de SI
senes en dos variables y del cuerpo de funciones de una superficie, usando el Teorema de
Trivialización y los resultados obtenidos en la sección 2 anterior.
SITeorema de Trivialización
Las cadenas de anillos de valoración compatibles con los órdenes de un abanico presentan SI
ciertas coincidencias. El resultado más importante en este sentido el Teorema de Trivia-
lización de Brócker (ver [Brl], [ABRj). SITeorema de Trivializacion: Sea K un cuerpo real y E un abanico de K. Entonces
exzste un anillo de valoración V de K tal que:
a) El anillo de valoración 1/es compatible con todos los elementos de E.
b) El abanico inducido por E en el cuerpo residual kv de 1/ es trivial (i.e. tiene a lo
mas 2 elementos). SICon el fin de hacer lo más autocontenida posible esta memoria en esta seccion daremos
una demostración sencilla del Teorema de Trivialización para los cuerpos de series en dos
variables y los cuerpos de funciones racionales de superficies de IR”, si bien observaremos SI
como obtener el resultado de un modo simple para extensiones finito generadas de IR de
grado arbitrario. SIMientras no se indique otra cosa, denotaremos por >2 una extensión ordenada propia
de IR. Recordamos aquí las definiciones de algunos conceptos ya aparecidos en capítulos
anteriores y que son de vital importancia en esta seccion. SI
Definición 3.1 Un anillo de valoración V de>2 es compatible con un abanico E de>2 si
es compatible con todos los elementos de E. SI
Definición 3.2 Un abanico F de >2 trivializa según un anillo de valoración V si 1/ ver-
ifica el Teorema de Trivialización para E. SI
Ejemplo 3.3 Sea>2 = K(X) el cuerpo de funciones racionales de un conjunto algebraico
real irreducible. Los abanicos construidos en 1.4.4 sobre un divisor primo real 1/ de >2 SI
trivializan según 1/. Es más, por el Teorema de Baer-Krull (1.3.8), todo abanico de>2 que
trivialice según un divisor primo real V se construye como en 1.4 4., esto es mediante las
elevaciones a 1/ de dos órdenes distintos r1,r2 del cuerpo residual kv de 1/: SI
¾ a1 a3 a2 a4ti ti SI
SI
SI
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Observación 3.4 Si>2 es una extensión ordenada de R y a E Spec~(>2), existe un anillo
de valoración de rango 1 de >2, no trivial, compatible con a.
En efecto, basta comprobar que el cierre convexo V0 de IR en >2 respecto de a es no
trivial ya que todos los anillos de valoración no triviales que contienen a Vo son compatibles
con a y el mayor de todos ellos es de rango 1. Por otra parte, es fácil ver que V0 es no
trivial, ya que si
1/o = >2, para todo x E >2 existe q E Q con x~ < q, entonces (>2,a) es
una extensión arquimediana de IR, pero IR no posee extensiones arquimedianas propias.
Lema 3.5 Sean a
1,a2, a3, a4 E Spec~(>2) distintos tales que a1 a2~ a3 = a4. Si vi y V2
son los anillos de valoración de rango 1 compatible con a1 y a2 respectivamente, entonces
Demostración: Por 3.4 los anillos de valoracion vi y V2 son no triviales. Supongamos
¾# V2, entonces por ser ambos de rango 1 se tiene que ¾Z y2, ~2 ~ V1~ Luego existen
a,b E K tales que a EV1 \V2 y b cV2 \ V1. Sean uí y ~2 valoraciones asociadas a ¾y V2
respectivamente; entonces, a1 = a/b (resp. a2 = bla) verifica uí(ai) > 0,u2(aí) < O (resp.
vi(a2) < O,u2(a2) > O).
Por otra parte sean f,g E>2 tales que
aí(f)<0 a2(f)>0 aa(f)>O
aí(g) > O a2(g) <O a3(g) > O
Consideremos p E IR tal que p > max{~uí(f)~, 1u2(fW ¡‘í(g)j, u2(g)j>; existe dicho p
porque u1 y u2 son valoraciones de rango 1, luego su grupo de valores es un subgrupo
ordenado de IR.
Así, tenemos p > O y vi(a1) > O,—u2(aí) > O (resp. —vi(a2) > O,u2(a2) > 0).
Entonces existe un entero ni tal que mui(aí) > p, —mu2(aí) > p (resp. —muí(a2) > p,
mu2(a2) > p). Sea 2í = c4mf (resp. z2 =
u1(z1) = 2niuí(aí) + uí(f) > 2p + “‘(f) > O
u2(zí) = 2mu2(aí) + “2(f) < —
2p + “2(f) <0
Análogamente se comprueba que ví(z
2) < 0,u2(z2) > 0.
Con lo cual hemos obtenido 21,22 E >2 tales que z~ E ¾\ V2, z2 EV2 \ ¾y
aí(zí)<0 a2(zí)>0 aa(zí)>0
ai(z2) > O a2(z2) < O as(z2) > O
Además, es O < aí(—zí) < ai(z2), ya que si fuese al contrario, el hecho de que zí E V1,
implica que 22 E ¾,lo que no es cierto. Entonces, aí(zí + 22) > O y análogamente se
pruebaquea2(zí+z2) >0. Luego, a4(zí+z2) >0; yporotrapartea4(zí) < 0,a4(z2) <0,
lo que es imposible.
Por lo tanto ¾= V2. O
Observacion 3.6 Del Lema .9.5 anterior se deduce el Teorema de Trivialización para
extensiones finito generadas >2 de IR.
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En efecto, obsérvese que dados V y F compatibles tenemos un abanico E en kv.
Consideremos V el anillo de valoración de rango 1 compatible con E (3.5), y supon- SIgamos que E está formado por al menos cuatro órdenes distintos ~ ya que
en caso contrario E trivializaría según 1/. En efecto, si por ejemplo ~ = ~ entonces
a2 = a1 a3 a4 = a4. SI
Por 3.5 dado un abanico E en kw existe un anillo de valoración V1 de k~ compatible
con E y E induce un abanico E1 sobre kv1. Si E1 no está formado por al menos cuatro
órdenes distintos se tiene el resultado, basta tomar 1/’ = ir’(¾), siendo p : y —* kv la SI
proyección; en otro caso tomaríamos V2 anillo de valoración compatible con E1. Siguiendo
este proceso y teniendo en cuenta que los anillos de valoración de >2 contenidos en un SIanillo de valoración dado están en biyección con los anillos de valoración de su cuerpo
residual ([Bou], §4), tenemos una cadena descendente de anillos de valoración de K:
...ci ¡r’(p11(V2)) ci r1(¾)ci 1/ ci >2 SI
~t. .1. .1’
...ci =‘(V
2) ci Vi ci kv SI
.1.
ci kv1 SI
Como gr.tr.(>2 : IR) = d < oc se tiene que ningún anillo de la cadena puede tener rango
mayor que d ([Bou], §10), por lo tanto en un numero finito de pasos tiene que aparecer SI
un anillo de valoración que trivialice.
Antes que la versión del Teorema de Trivialización en el caso de dimensión 2 veremos SI
unos lemas sobre los cuerpos de series en dos variables que nos serán utiles posteriormente.
Lema 3.7 Sea P(x,y) E IR[x]][yj un polinomio irreducible y distinguido. Si SI
4(z) = >3 c1x”’1”’ E C[xí¡N]1,¿>1
es una raíz de P(x,y), siendo N es el menor entero positivo tal que 4(x) E C[xí¡N]]; SI
entonces,
llk(X) =2 cí(6Ck)nixní/N, 1 < lo < N SI
son las raíces de P(—x,y), donde e es una raíz N-ésima de —1 y es una raíz primitiva SI
N-ésima de la unidad.
Demostracton: P(—x,y) es irreducible y distinguido por serlo P(x,y). Consideremos el
C-automorfismo, C[~]] —* C[x]1 SI
que se extiende al C-automorfismo, —4 —x SI
4>: C[xí/NI] —* C[xí/N]] SI
xí/N OxífN
SI
SI
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siendo e una raíz N-ésima de —1.
Podemos extender estos automorfismos, que segmremos denotando 4> y a los respec-
tivos anillos de polinomios en y, enviando y a y; con lo cual tenemos el siguiente diagrama
conmutativo,
It
~
Puesto que P(x,4(x)) = O y 4(x) E C[x¶/N]], entonces ~(P(x,4(x))) = O. Con lo cual,
O = «F(x,4(x))) = ~(P(x,>3ci(x¶/N)fli)) =
= P(—x,>3 cí(OxhIN)thi) = P(—x, ~~o(x))
Luego, ~o(x) es raíz de P(—x,y), y además N es mínimo verificando que i~o(x) E
ya que tiene los mismos exponentes que 4(x). Dado que P(—x,y) es irreducible y distin-
guido tiene grado N como polinomio de R[xjj[y], y el resto de sus raíces son,
?lk(X) = >340n1(4k21/N)ní
2>1
para lo = 1,.. . , N — 1 y siendo (una raíz primitiva N-ésima de la unidad. O
Corolario 3.8 Sea K uno de los cuerpos R((x)), R({x}) o R((x)~g y sea P(x,v) E K[y]
irreducible y distinguido tal que posee una raíz 4(x) E R[xí/N]] (N mínimo). Entonces:
1) Si N es par, P(—x,y) no tiene raíces en R[xí¡NH.
2) Si N es impar, P(—x,y) posee exactamente una raíz en R[xí/N]].
Demostración: Si P(x,y) es irreducible y distinguido en K[y], entonces lo es en R[x]][y].
Por lo tanto si
4(z) = >3 c1t~1”’ E R[xí/N]]2>1
es raíz de P(x,y), entonces por 3.3 las raíces de P(—x,y) son
?lk(Z) = >3 cí(e(k)níxn¿¡N, lo = O,..., N — 1
t>1
con e raíz N-ésima de —i y ( raíz primitiva N-ésima de la unidad.
Denotemos R = lo — 0, . . . , N. — 1}, que es el conjunto de las raíces N-ésimas
de —1.
1) Si N es par, R ci cC\R; además, puesto que hemos tomado N mínimo, existe i
0 =1
tal que N no divide a nj0. Con lo cual, c10(OCk)No ~ IR para todo lo = 0,..., N — 1. Luego
llk(x) «IR[xí/~N]],para todo lo = 1,...,N— 1.
2) Si N es impar, R fl IR = {—1}. Entonces, existe lo0 E {O,. . . , N — 1} con — —1
y para todo lo ~ lo0, 64k « IR. Con lo cual, puesto que N es mínimo, siguiento el mismo
razonamiento de 1), i~k(x) ~ IR[x¶/NI] para todo lo # lo0 y 11k0(x) E IR[xílNfl. o
SI
SI
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Lema 3.9 Sea L una extensión algebraica finita de K (donde K es uno de los cuerpos
R((x)), R({x}) o R((x))dg), con polinomio mínimo distinguido P(x,y) E K[y], tal que SI
P(x,y) posee al menos una raíz en R[xí/N]1, con N = gr~(P(x,y)). Entonces, Spec~(L)
posee exactamente 2 elementos.
Demostración: Para comenzar señalemos lo siguiente: SI
1) Specr(K) = {0~,0}, donde 0~ denota el orden que hace x > O, y 0 denota el
orden que hace y <a. SI
2) L st cf(K[y]/(P(x,y))).
Luego, dado un orden r de L, su restricción a K tiene que ser 0+ ó 0. Por lo tanto el
número de órdenes de L coincide con el número de extensiones de 0+ a L más el número SI
de extensiones de 0 a L.
En general, el número de extensiones de un orden de un cuerpo a una extensión SIalgebraica finita, coincide con el número de raíces del polinomio mínimo de la extensión
en una clausura real de este ([BCR, 1.3.7]). Luego utilicemos este resultado en nuestro
caso. SI
Consideremos (K,0+). Su clausura real, que denotaremos Res:
— El cuerpo de series formales de Puiseux en la variable x y con coeficientes en IR, si SIK = R((x)).
— El cuerpo de series convergentes de Puiseux en la variable x y con coeficientes en
IR, si K = IR({x}). SI
— El cuerpo de series formales de Puiseux en la variable x y con coeficientes en IR,
algebraicas sobre R(x), si K = IR((x))aig.
Puesto que P(x,y) E A[y] y 4(x) E R[xl/N]] es una raíz de P(x,y), entonces 4(x) E R. SI
Luego P(x,y) posee una raíz en R si N es impar, y posee dos raíces en R si N es par. Por
lo tanto, 0+ se extiende a un solo orden en L si N es impar, y se extiende a dos órdenes SI
si N es par.
Consideremos ahora (K,0j, y el IR-isomorfismo ordenado,
4>: (K,Oj —~ (K,0~) SI
x —4 —x SI
que se extiende a las clausuras reales, que denotaremos R’ y 1? respectivamente, ~ :
R.
Con lo cual en los anillos de polinomios obtenemos, haciendo y —> y, los siguientes SI
isomorfismos:
K[y] “4 R’[y] SI
K[y] “4 R[y] SI
Entonces, 4(x) E R’ es raíz de P(x,y) si y sólo si ~(4(x)) E R es raíz de P(—x,y).
Luego el número de raíces de P(x,y) en R’ coincide con el número de raíces de P(—x,y) SI
enR.
SI
SI
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Por 3.4, P(—x,y) posee una única raíz en R si N es impar y ninguna si N es par.
Luego, 0 tiene una extensión a L si N es impar, y no se extiende si N es par.
En resumen, si N es impar, 0+ y 0 tienen exactamente una extensión a L; si N es
par 0+ tiene dos extensiones a L y 0 no se extiende a L. O
En el resto de esta sección denotaremos por >2 uno de los cuerpos de series R((x,y)),
R({x,y}) o IR((x,y))aig, o el cuerpo de funciones regulares >2(1<) de una superficie 1<
irreducible. Para estos cuerpos obtenemos una versión particular de Teorema de Trivi-
alización que nos aporta toda la información sobre las cadenas de anillos de valoración
compatibles.
Observación 3.10 Denotemos £(K) el conjunto de abanicos de >2. Según las carac-
terísticas de los anillos de valoración compatibles con los elementos de Spec~(K) obtenidos
en la sección 2 anterior y dado que todo abanico es compatible con una valoración de rango
1, se tiene que un abanico E de >2 está completamente contenido en uno de los subespa-
cios 51~(K), i = 1,2,3,4, que forman el espectro real de >2. Luego, el conjunto E(K) se
descompone en 4 subconjuntos disjuntos, que denotaremos
S~(>2) = {F abanico : Pci SdK)}, i = 1,2,3,4
o simplemente Z~ cuando no haya lugar a confusión.
Teorema 3.11 Todo abanico F de>2 trivializa según un anillo de valoración de rango 1.
Demostración: Sea E un abanico de>2, estudiemos E según el subespacio £~(>2) a que
pertenece:
£7aso 1: Si E E £1 UE3, entonces existe un anillo de valoración V~ de rango 1 y cuerpo
residual IR compatible con E. Pero entonces E trivializa según
1/o a un abanico formado
por un elemento, ya que IR posee un único orden.
£7aso 2: Si E E £2 U £4, entonces existe un anillo de valoración discreta ¾compatible
con E; luego E induce un abanico E en el cuerpo residual kv, de V
1. El cuerpo kv’, es de
uno de los siguientes tipos:
1) una extensión algebraica finita de R((x)), IR(x) ó IR((x))aig,
2) el cuerpo de funciones racionales de una curva algebraica contenida en IR”.
En cualquier caso 1’ tiene a lo más 2 elementos, ya que si kv, es como en 1) su espectro
real tiene 2 elementos y si es como en 2) no existen abanicos no triviales en una curva
(1.4.3). Luego E trivializa según Vi. O
Proposición 3.12 Sea 1/ un anillo de valoración de rango 1 de>2. Entonces:
1) Si 1/ tiene rango racional 1 y cuerpo residual IR, no existen abanicos no triviales
que trivialicen según 1/. £7on lo cual, S~ contiene sólo abanicos triviales.
2) Si V tiene rango racional 2 y cuerpo residual R, existe exactamente un abanico no
trivial que trivializa según V.
.9) Si 1/ es anillo de valoración discreta con cuerpo residual lo1,~ real, distinto de R,
cada par de órdenes distintos de kv determina un abanico no trivial de >2 que trivializa
según 1/.
SI
SI
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Demostración: Los elementos de los abanicos E que trivializan según un anillo de
valoración 1/ en los casos 1) y 2), son elevaciones a V del orden de IR; mientras que si V SI
está en el caso 3) son elevaciones de a lo más dos órdenes en kv # R. Pasemos a estudiar el
numero de elevaciones de un orden de k~ a V mediante el Teorema de Baer-Krull (1.3.8),
esto es calculando el número de homomorfismos de grupos del grupo de valores Pv en Z2. SI
1) Todo orden de E proviene de la elevación a V del único orden de kv = IR. Com-
probaremos que #(Homz(Pv,Z2)) < 2 con lo cual E posee a lo más dos elementos.
Por 2.4, el grupo de valores Pv de V es un subgrupo de Q que contiene infini -SI
tos números racionales. Supongamos que existen 4>í,t2,4>a E Homz(rv,7Z2) distintos.
Entonces, existen a1,a2,a3 E Pv con 4>í(aí) # 4>2(ai), 4>2(a2) # 4>a(a2) y 4>í(aa) # SI4>3(aa). Consideremos O el subgrupo de Pv generado por {aí,a2,aa}, entonces 4>í cE
Homz(G,Z2), con i = 1,2,3,y4>Ja~4>flGsii~j.
Por otra parte, O es un subgrupo de Q generado por 3 elementos. Supongamos SI
a1 = cj/di, a2 = c2/d2 y a3 = ca/da (c1,d1 E Z), y sea d = (d1,d2,d3). Entonces
a1 = cíbj/d, a2 =c2b2/dyaa =c3b3/d para ciertos b1,b2,b3 E Z. Seac= (c,b,,c2b2,caba),
entonces es fácil comprobar que O st (c/d)Z st Z. SI
2) En 2.7 hemos visto que el grupo de valores Pv st Z + mZ, con m E IR \ Q. Cada
elemento de 1{omz(Z +mZ,7Z2) está unívocamente determinado por sus valores en 1 y ni. SI
Luego las únicas posibilidades son:
‘Pi: 1—40 <92: 1—40 <93: 141 <94: 1—41 SI
ni —4 0 ni —~ 1 ni —* O ni —* 1
Entonces existen exactamente 4 órdenes distintos de >2 compatibles con 1/, luego tienen SI
que coincidir con los elementos de E, si existe un abanico E que trivialice según 1/.
Construyamos entonces, siguiendo la demostración del teorema de Baer-Krull (1.3.8),
los cuatro órdenes de K compatibles con 1/, que denotaremos a1,a2,a3,a4. El anillo SI
de valoración V es real, ya que su cuerpo residual es IR, entonces existe a E Spec~(K)
compatible con 1/. De esta forma, a1, a2, a3, a4 tienen como cono positivo los conjuntos
~ respectivamente, definidos como sigue: SI
= {f E >2 (f = O) ó (~~(uo(f)) = O,a(f) = +1) ó (p~(uo(f)) = 1,a(f) = SI
donde i = 1,2,3,4 y
t’o es la valoración asociada a V definida en 2.7.
Comprobemos que estos 4 órdenes forman un abanico. Sea f E >2\{0}, uo(f) = r+sm,
con s,r E 71 Obsérvese lo siguiente: SI
— <91(1/0(f)) — O con lo cual aí(f) = a(f) (en general a
1 = a).
—so2(u0(f)) s(mod.2), con lo cual a2(f) = a(f) si s es par, y a2(f) = —a(f) si s SI
impar.
—soa(uo(f)) r(mod.2), con lo cual aa(f) = a(f) si r es par, y as(f) = —a(f) si y SI
— <94(~0(f)) s+r(mod.2), con lo cual a4(f) = a(f) si r+s es par, y a4(f) = —a(f)
sí r + a es impar.
Estudiemos entonces la tabla de signos de f, según la paridad de r y a. SI
SI
SI
3. Abanicos
ai(f) a2(f) aa(f) a4(f) ala2a3a4(f)
r y s pares a(f) a(f) a(f) a(f) +1
l~ y s impares a(f) —a(f) —a(f) a(f) +1
r par y a impar a(f) —a(f) a(f) —a(f) +1
y impar y .s par a(f) a(f) —a(f) —a(f) +1
Luego queda demostrado que F = {ai,a2,aa,a4} es el único abanico compatible con V.
3) Por ser V anillo de valoración discreta su grupo de valores Pv es isomorfo a
luego #(Homz(Pv,Z2)) = 2. Por lo tanto cada orden de kv se extiende a exactamente
2 órdenes compatibles con V. Luego si F triviaJiza según 1/ y es no trivial, tiene que
inducir 2 órdenes en kv; con lo cual E está determinado por un par de órdenes distintos
de k~ y posee 4 elementos, construidos como en 1.4.4. 0
Observación 3.13 De la demostración de 3.12 podemos concluir que no existen abanicos
de más de 4 elementos en >2. Por otra parte el mismo hecho está probado en 11.4.1 , con
técnicas puramente geométricas en el caso >2 = >2(X).
En conclusión, las cadenas de anillos de valoracion compatibles con los elementos de
un abanico E = {ai,cz2,a3,a4} de>2 son como sigue:
1. Si E E £~ U S3~ tenemos
R
siendo V0 el cierre convexo de >2 en R respecto de a1, para todo i = 1,2,3,4. Además, si
E E £~, entonces
1/o tiene rango 1 y rango racional 1; si E E Sa, entonces 1/o tiene rango
1. y rango racional 2.
2. Si E E £2 U £4, tenemos
vot
v~z¾ ~>2
1 1
IR ~kv
1
siendo V¿ (resp. VJ) el cierre convexo de >2 en IR respecto de a1 y a3 (resp. a2 y a4) y
¾un anillo de valoración discreta según el cual E trivializa.
Efectivamente, los cierres convexos respecto de los elementos de E coinciden al menos
dos a dos: Dado que los anillos de valoración contenidos en V~ y compatibles con a, se
corresponden biyectivamente con los anillos de valoración de kv, compatibles con el orden
inducido por a, en kv, (1. 3.7) y teniendo en cuenta que E induce 2 órdenes en kv’1, no
puede haber más de dos cierres convexos distintos en las cadenas de anillos de valoración
de los a,. Además, como cada orden de kv, se eleva a dos de V~, los cierres convexos
respecto de los a, coinciden dos a dos, o coinciden todos.
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Abanicos centrados en el origen SI
En esta sección describiremos completamente el conjunto de abanicos de >2 (= R((z,y)), SI
R(x,y) o R((x,y))ajg) a través de los invariantes asociados a cada orden en la sección
1. Conservaremos las notaciones establecidas en las secciones 1 y 2 para los cuerpos de SI
series.
Proposición 3.14 Seaa = (1,5, N,4(t),O,w) E S2(>2), entonces existe un único abanico
de >2 que contiene a a y está formado por: SI{ a1 = (T,6,N,4(t),0,z)
a2 = (T,(~1)N6,N,4(~..t),0,z)
a3 = (1,5, N, 4(t), 0, —z) SI
a4 = (1, (....í)N6, N ¿(~..t) O z)
Demostraczon: Aplicando 3.12 tenemos que un abanico E que contenga a a está deter -SI
minado por las elevaciones a ¾(anillo de valoración discreta compatible con a) de dos
órdenes distintos de su cuerpo residual kv,, uno de ellos trivialmente es el orden inducido SI
por a en kv,.
Además por 2.6 kv, es una extensión algebraica de lo, luego aplicando 3.9 existen
exactamente 2 órdenes en kv,. Por lo tanto existe un único abanico que contiene a a. SI
Supongamos 1 = 1, entonces por 1.5 sabemos que
4’ : >2 —+ R((t))((z)); { 4’(x) — &tN SI
«y) = 4(t) +
define a y por 2.6 que SI
kv, = cf ((P(Sx, y))
)
donde P(x,y) es un polinomio distinguido e irreducible tal que P(x,4(xí/N)) — 0. Sean SI
~, ¡3 los dos órdenes de kv, que están definidos, respectivamente, por los siguientes R-
homomorfismos de kv, en el cierre real R de (K,o~) (ver 3.9 y [BCR, 1.3.7]), SI
..-* Sx ~: f x —* 6(~1)Nx
~ 4(x~/~) 1 y 4(xi~N)
donde x e y denotan respectivamente la clase de x y la clase de y en kv,. SI
Un parámetro uniformizador de ¾es P(Sz,y), con lo cual por 1.4.4, E está formado
por a1,a2,a3,a4 definidos como sigue: SI
a1 : extiende ~ y hace P(Sx,y) > O,
a2 : extiende¡3yhaceP(6~,y)>O, SI
a3 : extiende ~ y hace P(&x,y) < 0,
a4 : extiende~yhaceP(&x,y)<O.
Comprobemos que = 1 para todo i — 1 2 3 4. Como pj(y/x) = y¡r, entonces SI
existe r E IR tal que
1’ ~ <a~ V, parai = 1,3 (resp. parai = 2,4) SI
x
SI
SI
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si y sólo si
y y
—r <~~— <~r (resp. —r <~— <dr)x x
si y sólo si
r (resp. —1’ <0+ 6(~1)Nx
—r <0+ Lx
luego, basta tomar r E IR como sigue:
y > O si 4(t) = 0 o 4(t) # O y n1 > N,
r >~ ci¡
6 1 si 4(t) # O y n
1 = N.
En lo que sigue podemos suponer T = 1, ya que si es T = oc, una vez hecho el cambio
de coordenadas x —* y, y —* x y razonando de forma análoga obtenemos T01 = oc, para
todo i — 1 2 3,4. Luego, el caso T = oc se obtendría partir del caso T = 1 sin más que
intercambiar x e y.
Consideremos entonces el diagrama,
t/,
¾—VV1
1
.—L. R((t))
donde 4, es el homomorfismo ordenado inducido por 4’ en los cuerpos residuales. Puesto
que t — ~ (resp. ~) induce, a través de ~, 0~ (resp. 0) en IR((t)).
Consideremos (IR((t)),0+), por Baer-Krull o~ se eleva a dos órdenes ¡3~~% de VV1 =
como sigue:
i3~ : extiende o~ y hace z > O,
extiende o~ y hace z < O.
Por 2.2, los órdenes, a’~ y a~, inducidos por ¡3~ y ¡%, a través de 4’, en ¾,son elevaciones de
W Además a ~ c4, ya que a(P(bx,y)) # a~(P(6x,y)) si y sólo si ¡3í(P(tN,4(t)+w)) $
¡33(P(tN,4(t) + u,)). Comprobemos esto ultimo. Como
P(tN,¿(t) + tu) =
9f(tN ,«t))w . ,4(t))tu2 +
entonces,
¡3
1(P(tN4(t) ±tu)) = o~ (~(tN,4(t))) ¡3í(w) #
~ 0~ (~?(tN,E(É))) ¡33(w) = ¡33(P(tN,4(t) + u,))
ya que, iv = zó —z. Con lo cual {al,a§} = {ai,aa}.
Ahora bien, j3~ está dado por un IR-isomorfismo
SI
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SI
para i = 1,3, con ~í(t) = <93(t) = t y ~i(z) = z, <93(2) = —z; que es un endomorfismo de
VV1. Entonces, a y a~ están definidos respectivamente por los R-homomorfismos: SI
4’i(x) = 6tN4’i = soi.4’:>2 —* IR((t))((z)); { 4’i(y) = 4(t) +w SI
.1. r IDII*\\U2fl. 1 4,a(x) = stN
— ~ V: AI.AJ), ~ 4’a(y) = 4(t) —tu SI
Luego, salvo reordenación en i = 1,3 e intercambiando z por y en el caso T = oc,
obtenemos:
a1 = (T,6,N,4(t),0,z) SI
a3 = (T, 6, N, 4(t), 0, —z)
Consideremos (R((t)),ofl. El orden & se eleva a dos órdenes ¡32 y ¡34 de R((t))[z]](~): SI
¡32 : extiende o y hace z > 0,
extiende & y hace z < 0. SI
Análogamente al caso anterior, si denotamos a = 4’1(¡3~) con i = 2,4, entonces a’2 $
y estas son las dos elevaciones de ¡3 a ¾,luego coinciden con a2 y a4. SI
Expresemos /3~ (i = 2,4) como un IR-isomorfismo soí de IR((t))((z)) que sea un endo-
morfismo de V~:
sol: (R((t))((z))q31) —* IR((t»((z)), i = 2,4 SI
con so2(t) = <94(t) = ~(t) = —t, <92(2) = z y <94(2) = —z. Entonces tenemos expresados
y a’4 con R-homomorfismos 4’2 y 4,4, respectÑamente, de >2 en IR((t))((z)), SI
4’2 = <92~ 4’:>2 —* R((t))((z)); .j’ 4,2(x) = 6(~.t)N1 4’2(y)=4(—t)+w SI
= ~ : >2 —* R((tfl((2W 4(x) = 6(~t)N
r \\IJUJI~ { ~‘~<>= 4(—t) — SI
Luego, salvo reordenación,
a2 = (T,(~1)N6,N,4(~~.t),O,z) SI
a4 = (T,(~~1)N6,N,4(~.t),0,~z)
Y por construcción F = {ai , a2, a3, a4} es el único abanico que contiene a a. o SI
Proposición 3.15 Sea a = (T,6, N,4(t),ni,w) E S~(>2), entonces existe un único aban- SI
ico de >2 que contiene a a y está formado por:
a1 (T,5,N,4(t),m,+1)
a2 (T, 6, N, 4(t), m, —1) SI
a3 = (T(~.~1flN6N4(~flni+1)1, a4 = ~ SI
SI
SI
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Demostración: Como a E S3(>2) existe un anillo de valoración 1/o de rango 1 y rango
racional 2, compatible con a; por 3.12 existe un único abanico compatible con V
0, formado
por las cuatro elevaciones a1, a2, a3, a4 del único orden de kv0 a Vo según los homomor-
fismos de su grupo de valores en Z2. Luego a E F.
Supongamos T = +1, entonces y/as E V0, puesto que Vo es el cierre de IR en>2 respecto
de a. Pero Vc, es también el cierre convexo de IR en >2 respecto de a1, para todo i, con lo
cual T~ = +1. Análogamente si T = oc entonces T0~ = oc, para todo i — 1 2,3,4. Por
lo tanto T01 = T.
Entonces, salvo un cambio de x por y, podemos suponer T = +1 y en este caso a está
dado por un IR-homomorfismo
4’ :>2 —* R((t,tm)); 4’(x) = 6tN1 «~) = 4(t) + ttmw
con 4(t) = 2...~ c1t~1 E R(t) tal que N <ni < ... < n
5, (N,ní,. . .,n,) = 1 ytu E {1,—1}.
Siguiendo la demostración de 2.7 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
vo—wo
PO
R
donde VVc, = R[t,t”fl]<t> y p(G(t,tm)) = F1(O) con F1(t) = F(t,tm).Además el grupo de valores de VV
0 es también Z + niZ. Con lo cual, análogamente a
3.12, en R((t,t
m)) tenemos exactamente 4 órdenes ¡3~ (i = 1,2,3,4) compatibles con VVo,
que se corresponden con las cuatro elevaciones del único orden de kw
0 = R, según los
homomorfismos cp~ (i = 1,2,3,4) de Z + niZ en Z2 y están definidos como sigue:
hacet>Oyt
m>0,
¡32 : hacet>Oytm<0,
hacet<Oytm>0,
hacet<Oytm<O.
Por 2.2 sólo hay que comprobar que los órdenes {a~}f..
1 inducidos por {¡3.}t..1 en Vo
através de 4’ son todos distintos; ya que entonces {a~}~1 = {a~}%1. Luego, salvo reor-
denación podemos denotar estos órdenes por al.
En efecto, sea P(x,y) E K[y] distinguido e irreducible tal que P(tN,4(t)) = O. En-
tonces,
N-i
P(x,y)= ll(v —
k=O
con 4 raíz primitiva N-ésima de la unidad. Luego,
uo(P(Sx,y)) = ord1 (ti’ (É4t” +wtm — Écí(Ctít”’)) =
N—i fe
=>3 ord
1 kZ(c. — c.((k)~~i)tfl¿ + tuttm) =ni+q
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donde q E 2 es una combinación de N, n1,.. . , n,. Con lo cual,
a, (P(Sx, y))
aa(P(Sx, y))
$ a2(P(6z,y)) SI
$
Además si N es impar,
a,(x) # a3(x)
a2(x)#a3(x)
a,(x) # a4(x)
a2(x) $ a4x).
Y si N es par, como (N,n,,. . .,n8) = 1, seajo = min{j = 1,... ,s : ni es impar}, luego si
denotamos nc, = N se tiene que n0,... , ftj0...j son pares. Sea Q(bx, y) E K[y~ el polinomio
distinguido e irreducible tal que Q(tN,Z~ijí ct”~) —0, entonces si d = (N,nn. .
se tiene
SI
SI
Q(x,y) = ~ (y
jo—1
—>3 c.(nk)flzfl¡N)
¡=1
donde N’ = N/d, n = n;/d y ‘1 es una raiz primitiva N’-ésima de la unidad. Entonces,
uo(Q(Sx, y))
-i
k=O
jo—’
ord~ ck)n~tni) = n~0 + b
t=1
donde b E 2 es una combinación de N,n1,. . . ,n~0...1, luego es par. Con lo cual se tiene
también
a,(Q(Sx,y)) $ aa(Q(6x,y))
a2(Q(bx,y)) $ a3(Q(6x,y))
a,(Q(6x,y)) $ a4(Q(bx,y))
a2(Q(Sx,y)) $ a4(Q(6x,y)).
Ahora bien, cada orden ¡31 (i = 1,2,3,4) de R((t,t
m)) está definido por un homomor-
fismo en R((t,tm)) con el orden /3,, como sigue:
p,(t) = t
p,(tm) = trn
{ p
2(t) = t
p2(tm) = { pa(t) = —tp3(tm) = trn
Entonces, para i — 1 2 3 4 los homomorfismos
= A~ 4’ :>2 —> R((t,t¶)
definen a1. En concreto,
{ 4’,(x) = stN4’,(y){ 4’3(x
4,1(y)
{= 4(t) + wt”’
= «—t) + wt”’ {
4,2(x) =
= 4(t) — tut’»
4,4(x) = 6(~t)N
4’~(y) = 4(—t) — “ittm
Con lo cual se tiene el resultado.
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SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
{
SI
p
4(t) = —t SI
p4(tm) = ~trn SI
SI
SI
SI
o SI
SI
SI
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Observación 3.16 Un orden a de 54(>2) está determinado por su restricción a R(x,y),
que es un elemento de 54R(x,y)) centrado en el origen. Además, ambos ordenes tienen
la misma descripción explícita.
Sea a E 54>2) y sigamos denotando a su restriccón a R(x,y). Entonces tenemos:
1. La cadena de valoraciones de R(x,y) compatibles con a es,
“4 W “4K(y)
1
IR “4R(wd)
donde 14’ = 14 fl K(y), i .= 0,1. Además, 14’ es un anillo de valoración discreta cuyo ideal
maximal se contrae al ideal maximal del origen en R[x,y] y lo~,, = kv~’ (ver 2.9).
2. Existe i- E IR(x,y) que es parámetro uniformizador de Vi y 1/,’ (2.10).
3. Todo abanico E de IR(x,y) tal que a E E se extiende a un único abanico T de
>2 tal que a E T. En efecto, ya que kg,, = kv’ y un abanico de >2 (resp. IR(x,y))
está determinado por 2 órdenes distintos en su cuerpo residual (3.12). Además, como
r E IR(x, y) las 2 elevaciones de un orden y de kv,’ a V~’ se extienden a las dos elevaciones
de y a ¾.
En la demostración de la siguiente proposición trabajaremos sobre R(x,y). Además,
teniendo en cuenta lo anterior, utizaremos indistintamente las notaciones para>2 y para
IR(x,y).
Proposicion 3.17 Sean a = (T,6,N,4(t),ni,w) E S4(>2) y E = {ai,a2,as,a4} un
abanico. Entonces a E E si y sólo si E es de uno de los siguientes tipos:
(1) Si 4(t) = O y N = m = 1, entonces
f a1 = (T,6,1,O,1,w)
a4 (T,—6,i,O,i,—w)
con y E {z + a, —z + a}06m si T’ = 1, y E {z, —z} si 1’ = oc y y w si Y’ = 1.
(2) Si 4(t) $ O ó 4(t) = O con N < ni, entonces
a) Sidz=(N,ní,...,n~) es impar,
a1 = (T,6,N,4(t),m,w){ a2 = (T,6,N,4(t),m,v)
a3 = (T,(~1)N6,N,4(~t),m,(~1)mw)
a4 = (T, (....í)N&, N,4(—t),m, (—í)”’v)
con y E {z + a, —z + a, 1/z, —1/z}06ir1, y tu.
b) Sid=(N,ní,...,n,) es par,
:; =t = (T,6’,N,4’(ttrn,v)), i,—v)
SI
SI
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SI
con 6’ = 6, 4’(t) = 4(t) y y E {z + a, —z + a, z, 1¡Z}aEIE,a>o (y $ u.’, y # —tu); o bien
6’ = (..i)N/d&, 4’(t) = ¿((l)i/dt) y y E {z + a, —z + a, —z, —1/Z}oEIB,a.c0. SI
Demostraczon: Por 3.12, como a es compatible con un anillo de valoración discreta ¾ SIde cuerpo residual kv,, real distinto de IR, un abanico que contenga a a está determinado
por las dos elevaciones del orden ~ que induce a en kv, (cuerpo residual del anillo de
valoración vi de rango 1 compatible con a) y las dos elevaciones de otro orden ¡3 (distinto SI
de ~) de kv,,. Luego, para tener el resultado basta obtener todos los abanicos así descritos.
Para ello determinaremos para cada ¡3 E Spec~(kv¡) sus dos elevaciones a ~, a partir
de los invariantes de a. SI
(3.17-1) Sean ¡3~ ,¡32 E Spec~(>2) las dos elevaciones de ¡3 a Vi. Entonces Te,,, = T,~, que
SIdenotaremos por T~, tiene los siguientes valores:
a) Si4(t) $ O ó4(t) = O yN <ni, T~~= 1.
b) 5i4(t) = O y N =ni, entonces 13=1 si y sólo sil = 1 y¡3$ +oc, —oc, o bien
1 = oc y ¡3 = 0~, 0.
Demostración: Salvo un cambio de x por y podemos suponer 1 = 1 y a definido por el
IR-homomorfismo, SI
1 4’(z) = stN
4’: >2 —* IR((z,t)); 4’(y) = 4(t) + ttm~» SI
Entonces, el anillo de valoración discreta ¾compatible con a está dado por el lugar SI
pj:>2 —* R(uA) U {oc} definido por, p,(f(x,y)) = p «f(x,y)).
Sea ~ E Specr(IR(wd)), entonces Po : R(wd)
d IR en R(tud) respecto de a, está IR U {oc} un lugar asociado al cierre SIconvexo e definido c mo sigue:
= c si=c~óC SI
{—oc si ¡9= +oc SIi~ —00
Así, PO = p
0~ p,:>2 —* IR U {oc} es un lugar asociado al cierre convexo 14(3 de R en >2 con SI
respecto a ¡3i y a ¡32.
V0
8”4 ¾ ~K SI
“4(R(tud)09) SI—3
tPO SI
IR
SI
SI
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Con lo cual las cadenas de valoraciones compatibles con ¡3í y ¡32 coinciden; Luego
181 = 1/32, ya que sólo depende de ¡3. Calculemos = = T132~ según el $ escogido:
po(y/x) = . pl(y/x) = . p((4(t) + tmtu)/6tN)
f pc,(6w) si4(t)=OyN=m=1
— pc,(c4S) si4(t)$OyN=n1
pc,(0) si4(t)$OyN<n1 ó4(t)=OyN<ni
Luego, supuesto 1 = 1 tenemos que para todo ¡3 E Specr(R(wd)), T~ = oc si y sólo
si 4(t) = 0, N = ni = 1 y = +oc ó —oc. Supuesto 1 = oc trabajando análogamente
y teniendo en cuenta que en este caso N < n1, obtenemos = 1 si y sólo si 4(t) = 0,
N=m=1y¡3$0~ó0~. O
(3.17.2) Observación. Consideremos la restricción de a a R(x,y). Como hemos indi-
cado en la observación 3.16 conservaremos las notaciones de >2 al restringirnos a IR(x, y)
y sea VV1 = IR(z)[t](t).
4, VV1
ji,
IR(wd) ‘b R(z)
Supongamos que ¡3 se extiende a través de 4’ a /3’ en IR(w). Sean ¡3~,¡9 las dos elevaciones
de ~‘ a VV,, es decir,
extiende ¡3’ y hace t > O
extiende ¡3’ y hace t <0
Si 4’—1(¡3~) $ 4,1(¡3:), entonces las dos elevaciones ¡3¶,¡32 de ¡3 a ¾coinciden con
4’—1(¡3fl,4’—1(¡3;). Además, en este caso, la construcción no depende de la extensión ¡3’
elegida ya que ¡3 tiene exactamente dos elevaciones a 14. Veamos que 4’—í(¡3~) es distinto
de 4’1(¡3). En efecto, sea r un parámetro uniformizador de Ví (existe un tal r por 2.10).
Se tiene que 4’(r) E R(z)[t](~) es es tal que 4’(r) = tu(t,z) donde u(t,z) es una unidad de
W1. Luego, ~>k’(¡3D(r) $ 4,.-1(¡3;)(r). O
(3.17.3) En las hipótesis de (3.17.2), daremos una descripción de ¡3í,¡32 supuesto 1~ = 1:
Dado que en un cuerpo de funciones algebraicas de una variable todos los órdenes son
equivalentes mediante isomorfismos del cuerpo. Sea
~:(IR(u,),W) -4 (IR(z),O~)
el isomorfismo ordenado que trasforma ~‘ en IR(w) en 0+ en R(z) que está definido por
/3 —
z+c si¡3=C
SI
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SI
Consideremos para i = 1,2 los isomorfismos
IR(t,z) —* R(t,z) SI
definidos por 4>1(t) = t, 4>2(t) = —t, 4>í(w) = 4>2(tu) = 4>(w). SI
Comprobaremos primero que 4>i( VV1) = VV1. Para ello basta ver que ordt(f(z,t)) =
ordt(4>1(f(z,t))), para todo f E R(t,z) \ {O}: Sea f(z,t) = fjf2, con fuL E IR[t,tu],
ordt(f) = ordt(fi) — ordt(f2). Luego supongamos f E IR[t, tu], 4
f(t,w) = >3akátkwi
j,k SI
y sea 1 = ord~(f(t, tu)). Entonces,
para todo lo <1 >3ak,uP =0 J
.2
para kj = 1 >3ak,uÁ $0 4
1
Así, a¡Ó =0 para todo k <1 y existe 5 con a¡j $0. SI
Denotemos e1 = 1, ~2 = —1, entonces
j,k
y como e1 = +1 y es un isomorfismo de IR(w), tenemos SI
= O para todo lo < 1 !=. para cada lo < 1 Zaks(el)k(~(w)Y = O SI
a¡5 $0 para algun 5 ~‘ para lo =1 >3a,1fr1)’(~(w))1 $0
Con lo cual ordt(4>
1(f(t,z))) = 1. 1 SI
Obsérvese que ¡3 y /3 inducen a través de 4>i y 4>2, respectivamente, el mismo orden
en R(t,z) ci R((t,z)), éste es el orden que extiende z > O con t > 0. SI
Con lo cual si = 1 podemos dar ¡3í,¡% como en 1.5 por los R-homomorfismos
—* IR((z,t)) SI
donde 4,~ = 4>~.4’ (i = 1,2). Por lo tanto,
= (T,6,N,«t),m,4>(tu))
¡32 = (1, (~í)N5, N,4(—t),ni, (—í)mt(w)) SI
Trataremos a parte los casos en que T~ $ 1 (caracterizados en (2.17.1)). Dado que,
aunque podemos aplicarles todo el razonamiento anterior, los invariantes de los ¡3~’s que 4
se obtienen no guardan las relaciones establecidas en 1.4. 0
SI
SI
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Pasemosentonces a determinar los abanicos que contienen a a. Para ello calcularemos
las elevaciones /31,¡32 de un ¡3 E Specr(IRQwd)) a
Caso 1: 4(t)=OyN=m=1.
En este caso d = 1. y trivialmente todo orden de kv, se extiende a IR(w).
— Supongamos T~ =
Por (3.17.1), T = 1, ¡3 E {c ,c }CEIE, ó T = oc, ¡3 E {0~,O~}; y
y 4’2 = 4>2 . 4, nos dan respectivamente ¡3~ y /3~. Luego tenemos
(111.5)
por (3.17.3), 4’~ = 4>i .4’
(1, 6, 1, 0, 1, y)
¡32 = (1,—6,1,0,1,—v)
con y E {z + c, —z + c}cEm, o bien tenemos
(111.5) ¡3, = (oc,6,1,0,1,v)
¡32 = (oc,—6,1,0,1,—v)
con vE {z,—z}.
—Supongamos T~ $ 1:
por (3.17.1), 1 = 1, ¡3 E {+oc, —oc}, ó 1 = oc, ¡3 E {c~, c }CEIE. Sea entonces
el IR-endomorfismo dado por <9(x) = y, so(y) = x. Veamos que so(14) =
Para ello basta comprobar que ui(f(x,y)) = u
1(~(f(x,y))), para todo f E
Podemos suponer 1 = 1, salvo un cambio de x por y. Sea entonces f(x,y) = 215
A \{O}.
a15xy’ E
A y sea
= u,(f(x,y)) = ordt(f(St,tw)).
Como f(St,ttu) = 215 a15(St)1(tw)i — ~,,, •,6
1w5t1~1, tenemos que
>3 aqt’w’ = O para todo a < 1
>3 ajjS1w5 $ O
Por lo tanto a
15 = O para todo i,5 tal que i + 5 < 1, y existe i,5 con i + 5 = 1 tal que
a~ $ 0.
Por otra parte
uí (so(f(x, y))) = ordt(f(tw, St)) = ordt(>3 a,,6’v/t~’)
U’
Y como,
a15 = O para todo i + 5 < 1 >3 a,,,6’tu = O para todo s < 1
als $0 para algún i +5 = 1 >3 ajjS’tu $ O
SI
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tenemos ui(~(f(x,y))) = 1. SI
En consecuencia, cp transforma ¡3~ ,¡32 en otros dos órdenes ~Yi, ~Y2 de>2 compatibles con SI¾y que dan el mismo orden 7 en su cuerpo residual. Sea ~: kv1 —* kv, el automorfismo
inducido por cp en el cuerpo residual de tal forma que el diagrama
~ SI
sea conmutativo.
Como pi(6(y/x)) = tu, se tiene
= Pw so (sY.) = pi (0) = p (SÉ) = 1.
Luego,
+ siT=1,~$=+oc SI
1=143=-oc{@icY~ :iT=oc,/3—c~ SI1/c)+ siT=oc,~=c
Entonces ‘Y¶,’Y2 están en las hipotesis del caso anterior, con lo cual están definidos por $,
y t como sigue: { W1(x) = St 3’ t(x) = —St
con u E {z, —z}; o bien por $~ch¡) = tv $2(y) = —tu
1 $~(x) = tu j’ $2(x) = —tu$~y) = St t(y) = —St SI
con u E {z + (1/c), —z + (1¡c)}CEF,. SI
Así, 4,~ = . <9 y 4’2 = $2 p determinan ¡3~ y ¡32 respectivamente. Por lo tanto
obtenemos los mismos pares ¡31j32 de la expresión 111.5.
Luego el par que induce el mismo orden en kv, y contiene a a es SI
= (T,6,1,0,1,tu) = a
¡32= (T,—S,1,0,1,—w) SI
Un abanico E que contenga a a es de la forma:
al = (T,S,1,0,1,w) SI
a2 = (T’,6,1,0,1,v) SI
a3 = (T,—S,1,0,1,—tu)
a2 = (T’,—S,1,O,1,—v)
convE{z+c,—z+c}sií’=1,vE{z,—z}siT’ocyV$tVsiT’
1. SI
SI
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Caso 2a):4(t)$0ó4(t)=OyN<m,condimpar.
En este caso cada orden ¡3 en IR(wd) se extiende a un único orden ¡3’ en R(tu), de la
siguiente forma:
w
4
(43/2)~ si$=c~
(43/2)- sifl=s{ +00 si8=+oc
= —oc si ¡3=—oc
donde <‘2 es la única raíz d-ésima real de c.
Además, por (3.17.1), T~ = T, luego podemos aplicar (3.17.3) y tenemos
¡31 = (T,6,N,4(t),m,4>(w))
¡32 = (1, (~í)N&, N, 4(—t), ni, (~1)m~(w))
donde,
43/2 si~=c~
+43/2 si~=c
Así, el par que induce el mismo orden ~ en kv
1 y contiene a a es
= (T,6,N,¿(t),ni,w)=a
¡32 = (T,(~1)N6,N,4(~t),m,(~1)tmw)
y, como la aplicación de IR en IR que transforma c en cd es una biyección (d es impar),
cualquier abanico F que contenga a a es de la forma:
a1 = (T,6,N,4(t),ni,tu)
a2 = (T,6,N,4(t),ni,v)
= (T,(~1)N6,N,4(~t),ni,(~1)~w)
a4 (T,(~1/~6,N,4(~t),ni,(~1)tmv)
con y E {z + a, —z + a, 1/z, 1/Z}aEIE, y $ tu.
Caso 2 b): 4(t) $ O ó 4(t) = O y N <ni, con d par.
En este caso tenemos dos posibilidades:
(i) Supongamos ~ E Specr(R(wd)) tal que ~(u,d) —
Entonces ¡3 E {c+,ctO+,+oc}e>o y ¡3 se extiende a IR(w) de dos modos diferentes como
sigue:
3’
SI
90 III. Descripción de abanicos
SI
(43/2)+ ó (—43’ñ- si¡3=c~ J(43/2ft ó (—43/2)’ si¡3=c¡3—} 0~ ó 0 si¡3=0~ SI+00 o —oc si¡3=+oc
donde 43’~c es la raíz d-ésima real positiva de c. SI
En este caso 1 = T~, luego podemos aplicar (3.17.3). Dado que la construcción
(3.17.3) no depende de la extensión de ¡3 elegida, tomemos como ¡3’ los elementos de la SI
primera columna.
Como des par y (d,m) = 1, N,n,,. . . ,n. son pares y ni es impar. Por lo tanto, SI
¡3, = (1,6,N,4(t),ni,q5(w))
¡32 = (1,6,N,4(t),m,—4>(w))
donde,
1’ z+43/2 si~=c+
~() 1 —z+43/2 si$=c SI
SI
Obsérvese que si hubiesemos elegido la segunda columna para /3’ tendríamos ¡3~ ,¡~2 cam-
biados de orden. SI
Teniendo en cuenta que para todo c E IR positivo, existe un único a E IR positivo tal
que a’~ = c, el par que induce el mismo orden ~ en kv1 y contiene a a es
¡3, = (T,6,N,4(t),ni,w)=a SI
¡32 = (1,6, N, 4(t), ni, —u,) SI
y cualquier par de órdenes que induzcan el mismo ¡3 en kv, en nuestras hipótesis son
= (T, 6, N, 4(t), ni, y) SI
¡32 = (T,6,N,4(t),ni,—v)
con y E {z + a, —z + a, z, 1¡z}~>. SI
(u) Supongamos ~ E Specr(IR(wd)) tal que ~(u,d) =
Entonces ¡3 E {c+,C,0, —oc}~<~> y ~ no se extiende a IR(w). SIPara poder aplicar (3.17.3) modificaremos convenientemente 4, a fin de obtener un
lugar equivalente a Pi que nos permitirá trabajar como en los casos antenores.
Podemos suponer 1 = 1, ya que como T~= 1, intercambiando el papel de x e y se SI
sigue el mismo proceso en el caso 1 = oc.
Restringiendonos a R(x,y), es 4,(R(x,y)) ci R(t’tt”’w) como subcuerpo ordenado de SI
IR(t, z). Sea, B1 = VV1 fl IR(td, t’~w), por (2.9.2) tenemos que lo81 = R(wd).
SI
SI
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Consideremos ahora el siguiente automorfismo de R(td, tmw):
IR(td, tmw) —> R(td, ttm iv);
~P(tmw) = ( í)h”s»
donde >d + ~eím= 1.
Comprobaremos que ‘I’(B,) = B
1, con lo cual podemos definir ~ : RQwd) —* R(wd)
del tal forma que el diagrama
‘1’
I P I P
sea conmutativo. En efecto, basta ver que ordt(H(td,tmw)) = ordt(4P(H(td,tmw))) para
todo H E IR[td,tmuj. Sea
H(td, ttmw) = >3 aks(t)(t tu)’
les
y supongamos ordt(H(td,ttmw)) = 1. Entonces
>3 a~,5w’=O
dk+rna<l
>3 a,.5tn’$0
dk+,n51
Luego, ~ = O para todo k,5 tal que dk + m5 < 1 y existen (k,5) tal que dk + m5 = 1,
con ~ $ 0.
Como,
W(H(td, tm.w)) = >3a&s((~1)Ptd)Ñ((~1)Átmw)á =
lc,5
= >3aks(
k,j
= O para todo dk + ni5 < 1
ak5 $ O para algun dk + mj =
—1 )ilk+Aitdk+TflivS
>3 aks(~1)Pk+A>tui — O
dk+n.jctI
>3 ak,(—1)”~’w’ $ O
dk+m54
Con lo cual ordt(tP(H(td,t~~~w))) = 1.
Como p ((tmw)d/(td)m) = uY, el isomorfismo ~P : IR(tud)
grama está definido como sigue:
IR(w”) que cierra el dia-
= P.lP(((;’>) =
= ‘ (t~~y2d
)
= (~l)Ad+Pmu,d =
tenemos
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Así, tenemos en IR(wd) el orden y dado por,
0~
+oc
sifl=0
=
si
si
¡9=c
¡3=-oc
con e < 0. Y el siguiente diagrama,
VI
1
‘4, 2
“4
I P IP
wi
IR(z)
Consideremos el homomorfismo 4,’ : R(x,y) —* R{t,z) definido como 4,’ = i .111.4,:
4,’(x) = L(l)(N/d)tLtN
SI
SI
—>3 c,(~~1)(nu/d)Ptfli + (~l)Átmw
y el lugar Pi: ¾—> IR(tvd), dado por Pi = ~ 4, . Pi, que es equivalente api. Entonces,
las dos elevaciones de 7 a ¾a través de p’1 coinciden con ¡3í,¡32; además, el diagrama
4,’
u’
u’VV1
P
R(wd) IR(z)
u’
SIes conmutativo y 7 se extiende a R(w). Luego estamos en el caso (i) anterior.Como d es par, ni impar y Ad + ¡¿m = 1, entonces ji es impar. Con lo cual, tenemos
= (1, (~í)NId6, N,4((~1)í/dt),ni, (~í)X~(u,))
¡32 = (T, (~í)N¡d6, N,4((~1)íiídt),m, ~(~1)A4{w))
SI
SI
siB=0
si ~ =
si ¡3 = e
si~= —~
Así, el par de órdenes compatibles con ¾que inducen ~ (en nuestras hipotesis) en kv,
son
= (T, (.....i)NId6, N,4((~1)¶/dt),m,v)
¡32 = (T, (.....i)NId6 N,4((~1)1/dt),ni, —y)
donde tomaremos por convenio y E {z + a, —z + a, —z,
SI
SI
SI
SI
SI
u’
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SI
SI
SI
donde
z
z+43/%1/z
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En consecuencia, dado a en el caso 2 b), un abanico E que contenga a a es de la
siguiente forma:
aí = (T,6,N,4(t),m«w)
a2 = (T,6’,N,4’(t),m,v)
a3 = (T,6,N,4(t),ni,—w)
a4 = (T,6’,N,4’(t),ni,—v)
donde 6’ — 6 4’(t) = 4(t) y y E {z + a,—z + a,z,l¡z}c,o, y $ w~ u $ —tu; o bien,
6’ = (....i)N/d&, 4’(t) = ¿(Q..l)í/dt) y u E {z + a, —z + a, —z, —l¡z},,«o.
Una vez que hemos establecido, a partir de los invariantes de a, los invariantes de los
elementos de cualquier abanico E que contenga a a, pasaremos a definir invariantes que
caractericen cada abanico de >2.
Notación 3.18 Sea 1/ un anillo de valoración real de>2, denotaremos
Sv = {a E Spec4>2) : 1/ es compatible con a}
Observación 3.19 Sea V un anillo de valoración real de>2 de rango 1 y sea a E Specr(>2)
compatible con y. Si #(Sv) =4, entonces
Sv u~’
con lo cual, según los resultados anteriores #(Sv) = 4 ó oc.
En efecto, sea E un abanico tal que a E E y sea ¡3 E E, entonces ¡3 es compatible
con V, luego ¡3 E Sv• Recíprocamente, sea ¡3 E 5v y sea ¡3 (resp. ~) el orden inducidopor ¡3 (resp. a) en lo~. Si k~ = R entonces ~ = ¡3 y puesto que #(Sv) =4, V tiene que
tener rango racional 2 (ver 2.1) y el único orden de IR se eleva exactamente a 4 órdenes
en V, que además forman un abanico E (Proposición 3.12.) tal que a,¡3 E E. Si kv $ R,
entonces V es un anillo de valoración discreta y ~ (resp. á) posee dos elevaciones ¡31 ,¡3~
(resp. ana2) a una de las cuales es ¡3 (resp. a). Si ~ $ ~, E = {a,,¡3,,a
2,¡32} es un
abanico; si ~ = ¡3, todo abanico que contenga a a contiene a ¡3 (Proposición 3.12). En
cualquier caso ¡3 E E, donde E es un abanico que contiene a a.
Definición 3.20 Una clase de parámetrización reducida en>2 es un elemento? del con-
junto cociente C = C§~, donde C es el conjunto de pares
c = (6tM,C(t) = >3c1r~)
i>i
donde 6 E {—1,+1}, O < M < mí < ni2 < ... con (M,mí,. . . ,mí0) = 1, para algún
í0, y E c1zmí/M E IR[Exí/M]] es algebraico sobre K (es decir, c es una parametrización
irreducible de una rama de Puiseux de una curva en >2); y donde “-‘ es la relación de
equivalencia siguiente:
(&tM, 4(t)) (6ttM’, 4’(t)) » Al = Al’, 6’ = (.....í)Mg, 4’(t) = 4(—t)
Si 4(t) E R[t] diremos que? es polinomial.
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Definición 3.21 Definimos R como el conjunto de las 4-uplas, p = (T,?,d,m), donde
T E {0,1,oc}, ? E C, d E Z~, ni E Z±U {O} U (R\ Q), con (d,m) = 1 si ni E Z.~.,
verificando:
(1) Si ni E IR \ Q entonces d = 1. y? es polinomial.
(2) Si ni = O entonces d = 1.
(3) Si m E Z.~ entonces? es polinomial y din1 <ni, para todo i.
(4) Si T = oc entonces Al < mí si 4(t) $ O ó d < ni si 4(t) = O (en particular, en este
caso m $ O).
(5) T = O si y sólo si M d = ni = 1 y? = [t,0]
Teorema 3.22 El conjunto Y de anillos de valoración real 1/ de >2, de rango 1, tal que
#(Sv) > 4 está en biyección con el conjunto R.
Demostracton: Sea i~ : Y —* R la siguiente correspondencia:
dado V E Y, tomemos a
Tomemos
d
E Sv y sea a = (T,6,N,4(t) = Sc1t~~,ni,w) como en 1.5.
=8~ si 4(t) = O y N = m = 1en otro caso
fi síni=OóniEIR\Q
1(N,ní,...,ns) sinicZ+\Q
— [StN/d,g(tí/d)]
Entonces, 27(V) = (Tv,?, d, ni).
Comprobemos que ij está bien definida: sea a’ $ a otro orden compatible con V
y supongamos a’ = (TV,6’,N’,4’(t),m’,w’). Denotemos por 27’(V) = (T’,t,d’,m’) el
elemento de R asociado a 1/ como arriba partiendo de a’. Por 3.19 existe un abanico F
tal que a, a’ E F, entonces:
1) Si y es un anillo de valoración discreta cuyo cuerpo residual es
de K, se tiene por 3.14 que
una extension finita
a = (T,6,N,4(t),0,—in)
o bien
a = (T, (~í)N6, N, 4(—t), O, y) con y E {z, —z}
en cualquier caso Tv = TV = 1, d = d’ = 1, ni = ni’ = O y E = ?‘, ya que
((.....l)N6tN 4(—t)) r-.~ (6tN,¿(t)), y por lo tanto 27(V) =
2) Si 1/ tiene rango racional 2, por 3.15,
a = (T, 6, N, 4(t), ni, —tu)
o bien
a’ = (T,(~1)N6,N,4(~t),m,v) con vE {1,—1}
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
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análogamente al caso anterior lv’ = TV = 1, d = d’ = 1, ni = ni’ y ? = ?‘. Por lo tanto
27(V) =
3) Si 1/ es anillo de valoración discreta con cuerpo residual el cuerpo de funciones
racionales de una curva algebraica, por 3.17 tenemos los siguientes casos:
a) Si 4(t) = O y N = ni = 1, entonces
a’ = (l,6,1,O,1,—tn)
o bien
a’ = (T’,6’, 1,0, 1,v) con 6’ E {6,—6}
vE{z,—.z} sil’=+oc
vE{z+a,—z+a}a~j~ sil’=1
Entonces lv’ = Ti, = 0, d = d’, ni = ni’, y como (6t,O) -~ (6’t,O) tenemos? = ?‘, luego
=
b) Si d es impar, y 4(t) $ O ó 4(t) = O con N < ni, entonces
a’=(T,6,N,4(t),ni,v) -
o bien
a’ = (T,(~1)N6,N,4(~t),m,v)
con y E {z+a,—z+a,l/z,—1/z}0c~. Luego lv’ = TV = 1, d = d’, ni = ni’ y
(&tN/d, 4(t””)) ((.....l)N&tN/d,¿(.....tl/d)). Observar que al ser d impar N y N/d (resp. n~
y n1/d) tienen la misma paridad, con lo cual ? =?‘ y 27(V) =
c) Si d es par, y 4(t) $ O ó 4(t) = O con N <ni, entonces
a’ = (T,6,N,4(t),ni,v)
o bien
a’ = (T(~l)N/d&N¿((~l)i/dt),m,v)
con y E {z + a, —z + a, 1/z, ~1/Z}aEm. Análogamente a los casos anteriores se tiene
En resumen, como se quería, 17 : Y —* R es una aplicación. Comprobemos que es
inyectiva y sobreyectiva.
Sea (T,E,d,m) E R, veamos que existe 1/ E Y con 77(1/) = (T,Z,d,m). Supongamos
= [StAr, >3~ c~ttmi] y consideremos
sil=0(T,6,dM,Scítdmi,ni,w) i 1 $ , con tu elegido según 1.4
Sea 1/el anillo de valoración de rango 1 compatible con a; t¡(V) = (T,?,d,ni).
Sean V1,V2 E Y tales que n(¾)= 27(1/2) comprobaremos que Vi = V2• Pongamos
27(y) = i(V2) = (T,?,d,m) siendo ? — [6tM 4(t) = Zc.trl. Consideremos a1 —
(Tí,61,JV,,4í(t),nií,wí) (resp. a2 = (12,62,N2,42(t),ni2,tu2)) compatible con V~ (resp.
y2); entonces, según la definición de i~, tenemos:
SI
SI
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=T2=TsiT$0.
- d, = (Ni,exp(4í)) = d, 4 = (N2,exp(42)) = d y ini = ni2 = ni. SI
- (6ítNl/d,41(tl/d)) ‘-..~ (btM,Zcít7), entonces N1 = dAl, Sí E {6, (í)MS} y
4í(tl/d) E {Zcítmi,2cí(.~1)mit~~i}. Análogamente tenemos estas igualdades para
a2 sin más que cambiar el subíndice 1 por 2. SI
De lo cual concluimos que existe un abanico F tal que aí,a2 E F, y entonces ¾= 1/2.
Luego ~ es una biyección entre Y y R. SI
Observación 3.23 Un elemento a E Specr(>2) puede ser representado también por uplas SIdel tipo (T, (6tN, 4(t)),ni, tu)
que recogen los mismos invariantes de 1.4. Obsérvese que en 3.22 hemos caracterizado SI
sólo los anillos de valoración de rango 1 de >2 según las cuales triviaiiza un abanico E
no trivial, esto es, todos los anillos de valoración reales de rango 1 excepto las de rango
racional 1 con cuerpo residual R. Sin embargo, admitiendo en la definición del conjunto SI
C (3.20) series con exponentes racionales podemos dar estos invariantes para todos los
anillos de valoración de K de rango 1. SIAhora bien, identificando cada anillo de valoración y con su upla (T,r, d,m) corres-
pondiente, tal y como hemos trabajado en la demostración de 3.22 podemos dar todos los
órdenes compatibles con V. Para ello basta elegir los distintos representantes de la clase SIde parametrización ? y dar a tu los valores permitidos por 1.4 según los invariantes de 1/,
que trivialmente son un subconjunto de los invariantes de a.
Definición 3.24 Sea ? E C una clase de parametrización reducida en >2, llamaremos SI
representante canónico de ? al elemento c — (6tM Z~>, cít~~) E C de la clase ? verif-
icando que c10 > 0, donde denotamos c0 = 6, ni0 = Al e i0 = min{i =O : sign(c1) $ SI
sign((~1)míc3}.
En otras palabras, si c es el representante canónico de ?, entonces c es, entre los dos
elementos de la clase?, aquél que tiene positivo el primer coeficiente distinto entre ambas SI
parametrizaciones.
Observación 3.25 El representante canónico c de una clase de parametrización ? está SI
bien definido: siempre existe ~<j~en las condiciones de la definición 3.24. En efecto, para
toda parametrización c = (6tM,21>1 c1tfli) existe 5> 1 tal que (M,mi,...,m5) = 1.
Notación 3.26 Sea c = (btM,21>, c¡t~) el representante canomco de una clase de SI
parametrización ?, denotaremos por —c el otro elemento de la clase, esto es
—c = (bQl)MtM, >3(~1)mícítmí) SI
i>i
Dado un entero d> O denotaremos cd, SI
= (StdM,>3 cítdtmí)
1>1
Análogamente se tiene (~c)d. SI
SI
SI
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Teorema 3.27 1) Un abanico F E S2(>2) está unívocamente determinado por un anillo
de valoración discreta real V, cuyo ideal maximal interseca a A en un ideal primo de
altura 1.
2) Un abanico F E E3(>2) está unívocamente determinado por un anillo de valoración
real V de rango 1 y rango racional 2.
3) Un abanico E e S4(>2) está unívocamente determinado por (y, {~u, u’}), donde 1/
es un anillo de valoración discreta real cuyo ideal maximal se contrae al ideal maximal de
A y {u,u’} ci {z + a, —z + a, 1/z, ~1¡Z}aE~ con u $ u’.
Demostración: 1) Por 3.12 un abanico E compatible con un anillo de valoración discreta
V tal que su ideal maximal se contrae a un ideal primo de altura 1. en A está formado
por 2 órdenes distintos de kv’; además kv’ tiene exactamente 2 órdenes, luego E es único.
Recíprocamente, un abanico E E S2(>2) trivializa según un anillo de valoración discreta
en estas condiciones.
2) Es inmediato por 3.12.2)
3) Sea V un anillo de valoración discreta cuyo maximal se contrae al ideal maximal de
A, entonces cada par de órdenes distintos r1,r2 E Specjkv), determina de forma unívoca
un abanico compatible con 1/. Según la demostración de 3.17, es posible asignar a cada
elemento de Specr(kv’) un elemento del conjunto {z+a, —z+a, 1¡z, —1/z}~,,Em, como sigue:
Caso 1: 4(t) = O y N = ni = 1. En este caso kv’ es un cuerpo isomorfo a IR(z),
entonces asignamos
z+a a a~ESpecr(kv)
—z + a a tú E Spec~(kv’)
1¡z a +00 E Spec~(kv)
—1¡z a —oc E Spec~(kv)
para todo a E IR.
Caso 2 a): Cualquier caso distinto de 1, con d impar. Entonces R(z) es una extensión
algebraica de kv’ de grado d, entonces asignamos
z+<Ñ a a~ESpec~(lov)
—z + 43’¡ a oS E Spec~(lov’)
1/z a +00 E Spec~(kv)
—1/z a —oc E Spec,(kv)
para todo a E IR, siendo 43&i la única raíz d-ésima real positiva de a.
Caso 2 b): Cualquier caso distinto de 1, con d par. Entonces R(z) es una extensión
algebraica de kv de grado d, entonces asignamos
a a+ESpec7(lov’),a>O
—2+431S a &ESpecr(kv),a>0
z+43
1~ a a~ESpec,.(kv),a.<0
a rCESpec~(kv),a<O
1/z a +00 E Spec~(kv)
—1/z a —oc E Spec~(kv)
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para todo a E IR, siendo 43/a (resp. 43/W~i), para a > O (resp. a .cz O), la raíz d-ésima
positiva (resp. negativa) de a (resp. —a). O
(3.28) Descripción del conjunto E(K):
Usando los resultados obtenidos en esta sección, podemos dar una lista completa de
abanicos de>2.
Sean T E {1, oc}, c = (6tM, 4(t)) el representante canónico de una clase de parametrización
y mE IR. Un abanico F = {aí,a2, a3, a4} enK es de uno de los siguientes tipos:
a1 = (T,c,0,z) a2 = (1, —c,O,z)
a3 = (T, c, 0, —z) a4 = (T, —c, 0, .—z)
Y su cadena de valoraciones compatibles es Vo ci 14 ci >2, donde V~ es el cierre convexo
de IR en >2 respecto de a1 (i = 1,2,3,4) y ¾es anillo de valoración discreta cuyo ideal
maximal se contrae a un ideal primo p de altura 1 de A y tal que E trivializa según V1
de la forma siguiente:
cf(A¡p)
a1 a3 a2 a4
r, $ r2
2.1 a1 = (T,c,ni,+1)[ a3 = (T,—c,m,+1)
con ni E IR \ (Q y e polinomial.
a2 = (T,c,ni,—l)
a4 = (T, —e, ni, —1)
Y su cadena de valoraciones compatibles es 1/0 ci >2, donde V0 es el cierre convexo de IR
en >2 respecto de a¿ (i 1,2,3,4), tiene rango 1, rango racional 2 y E trivializa según V~
de la siguiente forma:
a1 a3 a2 a4
IR r
3. En estos casos e es polinomial, ni E Z.~. \ {0} y d E Z+ \ {O}.
a1 = (1, (t, 0), 1, u) a2 = (T, (t, o), 1, u’)
a3 = (1, (—t, 0), 1, —u) a4 = (1, (—t, O), 1,—u’)
con u,u’ E {z+a,—z+a}oEffi, 11$ u’ si T — i~ ó u = z, u’ = —z si T = 00.
a1 = (1, (t, 0), 1, u) a2 = (oc, (t, o), 1, u’)
a3 = (1, (—t, O), 1,—u) a4 = (oc, (—t, 0), 1,—u’)
u E {z + a, —z + a}ae~, u’ E {z, —z}.
a1 — (1 e” m,u) a2 = (T,cd,ni,u~)
a3 = (T, (~c)d,ni, (—1)~u) a4 = (T, (~c)d,m, (~1)tmu~)
con d impar y u,n’ E {z + a, —z + a, 1/z, ~1¡Z}aeffi,u $ u’.
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d) a~ = (T,c’,m,u) a2 = (T,c’,m,u’)
a3 = (T, c’,m, —u) a4 = (1, ¿,m, —u’)
con ¿ = c~, d par y u, u’ E {z + a, —z + a, z, 1/Z}CELÚ>o, u $ u’
ó bien
¿ = (~c)d, d par y u,u’ E {z + a, —z + a, —z, 1/Z}aeffi,ocZO, u $ u’
e)
con
a1
a3
=
=
(T,cd,m,u)
(T,cd,m, —u)
a2
a4
=
=
(T,(~c)d,m,u~)
(T,(—c~,m, —u’)
d par, u E {z + a, —z + a, z, 1/Z}OEIR,,>O y u’ E {z + a, —z + a, —z, 1/Z}aEIE,a<O
En todos estos casos la cadena de valoraciones compatibles es
14, ci ¾ci >2 si u = z + a, u’ = —z + a ó u = hz, u’ =
donde
1/o es el cierre convexo de IR en >2 respecto de los cuatro elementos de F; ó bien
¾ci>2 en otro caso,
donde y
0’ (resp. VJ) es el cierre convexo de R en >2 respecto de a1 y a3 (resp. a2 y a4).
En ambos casos ¾es anillo de valoración discreta cuyo ideal maximal se contrae al ideal
maximal de A y tal que F triviailiza según ¾de la siguiente forma:
a1 a3 a2 a4
1
kv, Ti $
Abanicos en superficies no singulares
En la proposición 3.12 hemos dado la estructura de los abanicos del cuerpo de funciones
racionales >2 de una superficie real irreducible contenida en R~. Sea X un modelo com-
pacto y no singular de >2, luego >2 = >2(X). Dado que en las secciones 1.2 y 2.1 hemos
caracterizado los órdenes de>2 y las valoraciones compatibles con estos, mediante invari-
antes en X, en esta sección estableceremos la relación entre los invariantes en X de los
órdenes que constituyen un abanico deAZ.
Teorema 3.29 .1) Un abanico F E E2(>2(X)) está unívocamente determinado por dos
semzrrarnas distintas c1 y c2 de una curva algebraica real irreducible C contenida en X
centradas en puntos a, b E C (posiblemente a = b).
2) Un abanico F E E3(K(X)) (resp. E E E4(>2(X))) está unívocamente determinado
por un par (a, E) donde a E X y É E ~a(R((x,y)~g) (resp. E E S4(IR((x,y)).jg)). En
concreto, E y E se obtienen el uno del otro a través del isomorfismo de anillos locales
7Z(X)0 —* R[x,y]]ajg.
Demostración: 1) Un. abanico F E Er¿(>2(X)) trivializa según un anillo de valoración
discreta ¾cuyo cuerpo residual es el cuerpo de funciones de una curva C, kv’, = >2(C). -
Luego E está determinado por las elevaciones de dos órdenes distintos r,, r2 de >2(C).
Ahora bien, por 1.3.12 un orden en el cuerpo de funciones racionales de una curva C
99
SI
SI
100 III. Descripción de abanicos SI
está unívocamente determinado por una semirrama c en un punto a E C. Con lo cual se
tiene el resultado. SI
2) Un abanico E E £3(>2(X)) U £4(>2(X)) trivializa según un anillo de valoración de
rango 1 cuyo ideal maximal se contrae al ideal maximal de un punto a E X en 7Z(X). SILuego E ci Specr(R(X)a), y el isomorfismo Wo : R.(X)0 —* IR[z,y]].jg induce un umco
abanico É en R((x,y))aig. Luego el par (a,E) determina E. O
SI
Observación 3.30 El conjunto £2 U £4 contiene todos los abanicos de >2 asociados a
un divisor primo real 1/ de >2. Si bien la diferencia entre £2 y £4 depende del modelo SI
compacto y no singular de X de>2 que elijamos y no de>2 (ver 11.4). Esta diferencia es
la siguiente:
mv 1) Si 1/ es el divisor primo real asociado a un abanico en £2, entonces su ideal maximal SI
contrae a un ideal primo de altura 1 en 7Z(X); es decir, el centro de V en X es una
curva. Estos son los abanicos centrados en una curva de 11.4.5.
2) Si V es el divisor primo real asociado a un abanico en £4, entonces su ideal maximal
mv se contrae a un ideal maximal en R}X); es decir, el centro de V en X es un puntoa.
Estos son los abamcos centrados en un punto de 11.4.5. SIDe hecho, mediante explosiones podemos convertir un abanico E E £4 en uno E, E £2
(ver 11.4). En el capítulo IV trataremos mas en profundidad esta cuestion.
Finalmente, observar que en el caso de superficies todo abanico no trivial que no está SI
asociado a un divisor primo real pertenece a £3 y esta propiedad es independiente del
modelo de>2 elegido. SI
(3.30) Caso particular: Demos una interpretación en términos de ramas de Puiseux
en R
2 del conjunto de abanicos de IR(x,y). Tal y como hemos indicado en 1.10 tomamos SI
como modelo compacto y no singular §2, entonces en cada caso habrá que escoger la
proyección estereográfica a fin de obtener centros finitos en para los elementos del
abanico. Recordemos que a E Spec~(R(x,y)) está caracterizado por un par (a,&) donde SI
a E §2 es el centro de a en §2 y & E Spec~(R((x,y)),tg) se obtiene mediante la proyección
de a a IR2 seguida de una traslación al origen.
Sea E = {aí,a
2,aa,a4} un abanico no trivial de IR(x,y), supongamos escogida una SI
proyección estereográfica de modo que todos los elementos de E tengan centro en IR
2.
Entonces E puede de nirse en IR2 como sigue: SI
1) Si E E £
2(R(x,y)),
a1 = (a, (T, c, 0, z)) a2 = (b, (1’, c’, O, z))
_______________________________ SIa3 = (a, (1, c, 0, —z)) a.,, = (b, (1’, c’, 0, .—z))
donde se tiene que (a, + StN, U9 + «t)) si T = 1 (resp. (aí + 4(t), a2 + st) si 1 = 00) y
(b, + 6~tN’, b2 + 4’(t)) si 1’ = 1 (resp. (b1 + 4’(t), b2 + 6~tN’) si 1’ = oc), para O < t < e, SI
son dos semiramas de Puiseux de la misma curva algebraica irreducible C ci X, siendo
a = (ai, a2), b = (b, , b2), c — (St 4(t)) y c’ — (6~tN’ 4’(t)). SI
2) Si E E £3(R(x,y)) (resp. E E S4(R(x,y))), entonces E es la traslación de un SI
SI
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abanico de £3(R((x,y)»Jg) (resp. de £4(R((Z,y))aJg)) a un punto a E IR?.
todos los abanicos de los apartados 2 y 3 de 3.28 en cada punto de IR2.
Luego son
Ejemplo 3.31 Como ilustración de la observación 3.30, tomemos un abanico E E £
4(R(z, y))
y busquemos coordenadas (x1,yi) de tal modo que f E £2(R(xj,yí)). Sea E el abanico
a1 = ((0, 0), (1, (t, t), 2,z + 1))
a3 = ((0, 0), (1, (—t, —t), 2,z + 1))
a2 = ((0,0), (1, (t, t), 2, —z))
a4 = ((0,0), (1, (—t, —t), 2, —z))
Consideremos el isomorfismo de IR(x,y) dado por
xí=x,
que, geométricamente hablando, consiste en una explosión en (0,0), seguida de una
traslación al origen y de dos explosiones más en (0,0). En la siguiente figura podemos
ver que el efecto de esta transformación es como una especie de desingularización de E,
además ¾se convierte en un anillo de valoración centrado en la curva {xj = 0}.
y’
rl ir
rx’
1/=1/1
034
04
y
0;:{ ~SI+z
1
1Yí
—t
1+z
02: { a,—1 =t
y — 1 = —z
3’ x1 =—t
04 = —z
Ci: { x=t 02.{
x=—t 1y = —t + t2(1 + z) 04.1
x=t
y = t — t2z
x=—ty = —t — t2z
Capítulo IV
Aspectos algorítmicos
El teorema 11.2.15 nos proporciona una caracterización de la basicidad a través de dos
obstrucciones (una global y otra local) que pueden ser verificadas algorítmicamente. La
justificación de esta afirmación constituirá el contenido de este último capítulo. Intentar
desarrollar estas cuestiones de modo algorítmico nos obligará a restringirnos a semialge-
braicos del plano, definidos sobre un cuerpo computable contenido en IR.
En la sección 1. propondremos un algoritmo (O) para verificar la obstrucción global a
la basicidad; el cual resulta de la combinación de varios algoritmos ya conocidos ([CR],
[AíRa], [CPRRR] y [Ka]). La sección 2 contiene un análisis detallado de la obstrucción
local, con el cual pretendemos justificar el algoritmo (L) de verificación de la obstrucción
local supuesta verificada la global; dicho algoritmo está inspirado en un algoritmo de sep-
aración local ([ABF]). La aplicación sucesiva de (O) y (L) da un procedimiento que decide
sobre la basicidad de un semialgebraico. Además, estos algoritmos, en caso de detectar
algún tipo de obstrucción, nos proporcionan también un abanico (según la descripción
111.3.30) que obstruye la basicidad; este punto será desarrollado en la seccion 3.
1 Obstrucci6n global
Sea 5 ci IR2 un conjunto semialgebraico,
(IV.1) S= U{ft’ >0,...,fk,k >0,gk=O}
k= 1
con fkz, g~ E IR[x, y]. En esta sección, pondremos de manifiesto como determinar las
condiciones preliminares (i.e., 8~S n 5 = O ó 5 cerrado) y la obstrucción global (i.e.,
dim(OzS* fl Sj .c 1) para que 5 sea abierto o cerrado básico de un modo algorítmico.
Un conjunto semialgebraico 5, siempre que esté definido sobre un cuerpo computable
K (i.e., fk¡,gk E K[x,y~, puede ser descrito algorítmicamente por métodos como la des-
composición algebraica cilíndrica (C.A.D.) de Collins ([Col, 1975), o la descomposición de
Coste y Roy ([CR], 1988), basada en el lema de Thom para codificar los números alge-
braicos reales. Por estos procesos se consigue una descripción topológica de 5. Siguiendo
la idea de Coste-Roy se han desarrollado algoritmos para curvas y superficies. Estos
SI
SI
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algoritmos nos serán útiles para la determinación de la obstrucción global; en concreto SI
usaremos los siguientes: SI— Computación de la topología de un semialgebraico plano (ver [AíRa]); y
— Computación de las ramas analíticas globales de una curva real (ver [CPRRR]).
Combinando ambos obtenemos la descripción topológica de 5 y la descripción analítica SI
de OES. Pero, debido a que la condición global involucra a e5~S~, encontramos un dato
algebraico que hace necesario otro algoritmo:
— Factorización de polinomios en R[x,y] (ver [Ka]). SI
Veamos un ejemplo en el cual se refleja este dato algebraico de la obstrucción global.
Ejemplo 1.1 Consideremos los siguientes semialgebraicos de IR2 SI
Sí = {y2 + x — > 0} U {y2 + x — x3 > 0,x < 0}
5
2={x—y2 —1 <0,(x+1~+y2—1$0} SI~2::::
SI
SI
SI
Los semialgebraicos S~ y 52 son topológicamente iguales. Pero, 8z5í = {y2+xz3 = 0} SI
posee una única componente irreducible (que coincide con 8~SZ), mientras que 8z52 =
{((z + 1)2 + y2 — 1)(x — y2 — 1) = O} posee dos componentes irreducibles (de las cuales
una coincide con 8~S). SI
Es evidente que 51 presenta una obstrucción global y S
2 no. 5
Observación 1.2 Las principales herramientas que usaremos son: SI
(Al) Los desarrollos racionales de Puiseux introducidos por Duval (ver [Du]) que permiten
computar las ramas complejas de una curva plana (en un punto) en una extensión SI
algebraica minimal del cuerpo base.
Sea E(x,y) E K[x,yJ (K cuerpo ordenado) un polinomio libre de cuadrados y tal que SI
f(0,0) = 0,
,,
E = >3>3 a,,z’y = >3 a1(x)y1, con a15 E K, a00 = 0. SI
1=03=0
El primer paso es construir el diagrama de Newton E de E y su cierre convexo H. Para
cada lado A de H con pendiente ji negativa, se escribe ji = p/q con (p, q) = 1. Se define SI
la ecuación característica de A como
4>(z) = >3 ~2bao)/~ E K[z], SI
(i,j)EÁ
SI
SI
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donde jo es el menor j tal que (i,j) E á = {(i,j) : qi + pj = l}. Para cada solución 27 de
la ecuación caracteristica, el algoritmo determina el primer coeficiente de un desarrollo de
Puiseux racional de F(x,y) en K[77]. La sustitución racional es:{ ~j:x’Qf+yj)
con (u,v) tal que up+vq = 1 y (u,v) = (1,0) sip = 1. Ahora hacemos la misma operación
con Eí(xí,yí) = xjE(x,y) E K[q][x,y].
Continuando de este modo, codificaremos un s-desarrollo de Puiseux de E como una
lista r = (r1,. ..,r8), donde r¿ = (p1,q¿,l¿,u~,v~,~¿) son los datos obtenidos en la etapa
z-es;ma. Obsérvese que bastaría computar la parte singular del desarrollo de Puiseu.x (i.e.,
un s-desarrollo a partir del cual q tiene valor constante 1 en todas las etapas) para poder
distinguir todas las ramas de E en (0,0). A priori una cota para la suma de todos los s
sería el indice de ramificación de E en (0,0).
Este argumento se adapta también a las singularidades de E en infinito.
Como consecuencia del caracter racional de estos desarrollos de Puisenx, si K ci IR,
las ramas reales de E en (0,0) se corresponden con los s-desarrollos para los cuales 271 E IR
para todo i.
(A2) La codificación de números algebraicos reales usando el lema de Thom, propuesta
por Coste y Roy en [CR].
Un código de Thom para un número algebraico i~ consiste en una upla (P, e), donde P
es un polinomio que se anula en i y e = (eí,... ,em) es una lista de condiciones de signo
para las derivadas de P con respecto a it en ~; por el lema de Thom existe un único i~
raíz de P, en el cual las condiciones de signo para las derivadas de P serían las dadas.
Además, esta codificación nos permite ordenar de menor a mayor las raíces de P: sean
27= (P,e) y 27’ = (P,e’) y k = min{j : ~ $ ~ entonces, si ~m~~~k+í = e’ >0m—k+i
tenemos 27 < 27’ si y sólo si P(mk)(27) .c P(mk>(27f); y si ~m4c+í = e’ < O tenemos
~ < 27’ si y sólo si p(m—k)(27) >
Trabajaremos también con números algebraicos 27 obtenidos por sucesivas extensiones
del cuerpo base; estos números vendrán codificados por
27 = (4~,.. .,4r;P(xi,. . .,xr,y),eí,. . .,efl..í)
donde P(41, . . . ,4~,q) = 0y (el,... ~ son las condiciones de signo sobre las derivadas
de P con respecto de y. Basta razonar inductivamente comenzando por r = O que es el
caso anterior (ver [CR]).
Para cualquiera de estos códigos es necesario computar el número de raíces de un
polinomio P en las cuales los polinomios Qí,.. . , Q¡, tienen signos prefijados. Esto se hace
mediante sucesiones de Sturm generalizadas como se propone en [CR], o mediante índices
de Cauchy como se propone en [CPRRR]. O
(A3) Computación del polinomio mínimo de un desarrollo de Puiseux de un polinomio E
dado. Para este cálculo utilizamos una modificación de un algoritmo de factorización
de polinomios propuesto por Kaltofen para obtener polinomios mínimos de ramas
lisas (ver [Ka]).
SI
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SI
Sea E E K[x,y] un polinomio libre de cuadrados y mónico en la ~. Sean n = gr~E,
d = gr~E y 1 =(u2 — n)d. Tras una posible traslación al origen, calculamos un desarrollo SI
de Puiseux de E, { yc~t~” +“.±c
8t~’(1±h(t)) SI
de manera que 4(t) = c1 t”’ £ + c3t~’ contenga al menos el desarrollo de la parte singular
de la rama y 1 =n~. Para i = 0,..., u — 1, calculemos los monomios de grado a lo más 1 SI
de (4(t))’, esto es 4(1)(t) = (4(t)) (mod.(t¡+í)). Sea,
— >3 4j~t” SI
k=mn,
Así, para cada i = N,. . . , u — 1 (comenzando por i = N) planteamos la siguiente SI
ecuación
4~~(t) + >3 us(ntN)4(>)(t) = O(mod.(tl+í)) SI
3=0
con u
5(z) = u50 + u51x + + uy~x~ E IR[x] tal que gr(u5) =d. Esta ecuación da lugar a
un sistema de ecuaciones lineales con i(d + 1) incognitas. SI
Llamaremos ecuación k-ésima del sistema (para lo =1) a
+>3>3ai~?PNusP=0.•—1 d SI
1=0 P=O
Obsérvese que la incógnita u5, aparece en la ecuación k-ésima con coeficiente distinto de SI
cero si y sólo si k =pN + jní. Por lo tanto, si el sistema anterior tiene solución, ésta es
uníca. Además, el polinomio
1-1 SI
g(x,y) = y’ + >3us(x)ys,
5=0
obtenido a partir de esta solución, divide a E y es irreducible si j es mínimo. Por otra SI
parte, si para ningún i = N,... , n — 1 tiene solución el sistema, concluimos que E(x, y)
es irreducible. O SI
Verificación de la obstrucción global SI
A continuación describimos el modo (O) de verificar algorítmicamente la obstrucción
global y las hipótesis preliminares a la basicidad. Fijemos un cuerpo computable K ci R. SI
(G) Dada una familia de polinomios polinomios fk¡,gk E K[x,y], este algoritmo deter-
mina si el semialgebraico 5 ci IR
2 descrito por polinomios fkl,g,., E K[x,y] como en SI
la expresión IV.1 es
— Cerrado, en cuyo caso verifica si hay obstrucción global;
Abierto ti no ezisten puntos aislados de 8~S contenidos en 5, en cuyo caso verifica SI
hay obstrucción global.
SI
SI
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(Cl) Computación de la topología de 5 y de las componentes analíticas globales de 8~S
(ver [AíRa] y [CPRRR]).
Sea E = (rn,1 Ile!) (fi,, 9,,) E K[x,y], salvo una reducción de factores cuadrados (cal-
culamos el máximo común divisor de E y 8¡by(E), mediante el algoritmo de Euclides o
mediante las subresultantes generalizadas) y un cambio de coordenadas, podemos suponer
E libre de cuadrados y moníco en la y. Consideremos la curva C = {E = 0}, que eviden-
temente contiene a ~
(Gl-l) Construcción de un grafo homeomorfo a C, el cual nos da una descomposición
celular de IR
2.
(01.1.1) Sea D(x) el discriminante de E respecto dey, y sean a
1,..., ar E IR sus raíces
reales (a1 viene codificada como en (A2)), con a1 < ... < a~.
(01.1.2) Para cada i = 1,..., y, sean b3,1,. . . , ~ las raíces reales de E(a1, y). Sean
A1,5 = (a~, b15), para i = 1,..., y, j = 1,..., m1, los puntos de C (codificadas como en
(A2)), que se corresponderán con los vértices del grafo.
(01.1.3) Descripción algebraica local de C en A1,5:
Trasladamos A1,~ al origen (x —* 1 + a1, y —* y’ + b1,5) y calculamos los desarrollos de
Puiseux de ramas analíticas reales de C en A1~ (usando el algoritmo (Al)). De este
modo obtenemos dos familias ordenadas de semirramas {Yis,íp p = 1,... ,p~j} y {7I5,2~~
q = 1,... ,q~s} de C en A1,5, las cuales contienen las semirramas a la izquierda y a la
derecha, respectivamente, de A1,~. Además, damos una biyección del conjunto de índices
{ (1, 1),... ,(1,pij),(2, 1),... ,(2,q15)} que relaciona las dos semirramas de la misma ramaanalítica (ver [AíRa, 2] y [CPRRR, 4]).
(Gl.1.4) Sean a
0 = —oc y ar+í = +oc. Consideremos el intervalo I~’ = (aI’,al’+í), para
O <i’ < r. El número de componentes analíticas de C sobre cada I~’ es igual a la suma de
las semirramas a la derecha de al’ (o a la izquierda de a1’+í), por el teorema de la función
implícita. Denotemos Bh’,h el segmento h-ésimo de C sobre Ii’, donde h = 1,... ~ +
+ qí~ (escribamos it, = qa + ... + q~nJ. Estos segmentos se corresponderán con las
aristas del grafo. Codificamos el segmento
111,h (i > O) como la semirrama que ocupa el
lugar it a la derecha de a
1 (ésta es yís,2q~, donde para algún 5, h = qíí + + tl1,5—i + q,.);
y codificaremos Bo,h como la semirrama correspondiente a la izquierda de a1.
En esta etapa tenemos construido un grafo liomeomorfo a C, cuyos vértices son los
puntos A1,5 y cuyas aristas son los segmentos BI’,h.
(01.1.5) Para cada i = 1,... ,r, sea TI,? (0 =5’=ni1) el intervalo (b1~.,b15~+1) de la
recta x = a1 (siendo b1,0 = —oc y bí,m;+; = +00). Añadimos los T1,5~ a nuestro grafo; con
lo cual aumenta el número de aristas pero no el de vértices.
Cada componente conexa de
R
2 \ ((U BI’,h) u (U T..,~) u (U A
1,s))
es un abierto de dimensión 2 de R
2 que se proyecta sobre algún .T~’. Denotemos CI’,h’
(it’ = 0,. . . , kv) estas celdas de dimensión 2. Codificamos C,~,. (it > O) como la celda
SI
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superior de la arista B1~,, (esto es, (yjj~ q~, +)); y codificaremos C1.0 como la celda inferior
de la arista B~1. SI
Por lo tanto, hemos obtenido una descomposición celular de R
2,
(u Á
1) U (U B:~.h) u (u ~ u (U C1~.h’) , SI
en la cual tenemos diferenciada la curva C como la unión de la celdas 1-dimensionales SI
etiquetadas ~ y las 0-dimensionales 4,5.
(G1.2) Computación de la topología de 5 y las componentes analiticas globales de 8~S. . SI
de (01.2.1) Por construcción, los polinomios f,,¡,g,, tienen signo constante en cada celda SI
la descomposición; además, no pueden cambiar de signo en los T1,5~ que han sido
introducidos por razones técnicas. Computamos estos signos como hemos indicado en
(A2) para las celdas 0-dimensionales, y usando los desarrollos de Puiseux para celdas SI
1-dimensionales y 2-dimensionales (ver [AíRa, 2.4]).
(01.2.2) Señalamos el conjunto de celdas correspondientes a 5 y a 3*; así mismo, el SI
conjunto de vértices y aristas correspondientes a 85 = 3 \ mt(S) y a 85* = S~ \ S~
([AíRa]).
(01.2.3) Computamos las componentes analíticas globales de dimensión 1 de C, y de SI
éstas aquellas que contienen un abierto de OS y de 85 (a las que nos referiremos como
componentes analíticas globales de OS o de 85*). Para ello basta comenzar en un punto
de un Blile, convenientemente elegido, y seguir la trayectoria del BI’h de modo que al llegar SI
a un vertice se continua por la semirrama correspondiente a la semirrama de entrada (ver
[CPRRR, 4] para detalles técnicos). SI(01.2.4) Contamos el número de ramas analíticas de 8~5 en cada vértice A1,5E85y
en infinito, y guardamos el desarrollo de Puiseux de estas.
(01.2.5) Comprobamos si existe alguna celda común a 3 y a OS. En caso afirmativo SI
el algoritmo responde 3 NO ES ABIERTO y pasamos a (01.2.6). En otro caso, el algoritmo
responde 5 ES ABIERTO y pasamos a (02.1). SI
(01.2.6) Comprobamos si todas las celdas de OS están contenidas en 3. En caso
afirmativo, el algoritmo responde 5 ES CERRADO y pasamos a (02.1). En otro caso, SIresponde 5 NO ES CERRADO y acaba.
(<32) Verificación de la obstrucción global SI
(02.1) Comprobamos si existe alguna componente analítica global r de 85 que in-
terseque a St En particular r formará parte de una componente irreducible de 023% con SIlo cual podemos concluir que dim(82S n Sa) = 1. En este caso el algoritmo responde NO
HAY OBSTRUCCIÓN GLOBAL y da dos semirramas 7í y 72 de O~S tales que yi ci 83 y
72 ci 5. SIEn otro caso, pasamos a (02.2) si 5 es abierto y a (G2.3) si 5 es cerrado.
SI
SI
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(02.2) Determinemos el conjunto D ci {f,,,, g¡,} de polinomios que se anulan en alguna
de las componentes analíticas globales de OS y calculamos
II h.
heD
Si ningún vértice A1,5 pertenece a 5, pasamos a (02.3). En otro caso, para cada rama
analítica global r de OS tal que A15 ~ r, elegimos un desarrollo de Puiseux en un punto
y caculamos el polinomio minimo Ir de este como divisor de H (obsérvese que al usar
H baja el grado y con ello el número de test a realizar), usando (A3). Comprobamos si
fr(a~,b~s) = 0.
Si existe alguna componente r tal que fr(a1,b1s) = 0, el algoritmo responde 5 NO ES
ABIERTO BÁSICO y acaba. En otro caso pasamos a (02.3).
(02.3) Para cada rama analítica global II’ de C que interseque a S~ (en particular 1’ no
es una componente de 85% ya que en ese caso habríamos terminado en (02.1)), elegimos
una rama de Puiseux en un punto y calculamos su polinomio mínimo Ir como divisor de
E. Comprobamos si Ir se anula en alguna componente analítica global de 55*~ Si existe
algún F tal que Ir se anula en una componente analítica de OS~, el algoritmo responde 5
NO ES BÁSICO y da dos desarrollos de Puiseux 7í y 72 de Ir tal que Yí pertenece a 05*
y ~Y2 pertenece a U fl S~
En caso contrario, el algoritmo responde VERIFICADA LA OBSTRUCCIÓN GLOBAL.
SI
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SI
2 Obstrucción local
Sea 5 un semialgebraico tal que dim(825* fl 5*) < 1. Recordamos que 5 es localmente SI
básico en psi existen funciones fi,... ,f5 E R4X) tales que SI
SnU={f1 >0,...,h>0}nU
para algún entorno abierto U de p en X. SI
En 11.2.13 probabamos que, en estas condiciones, una obstrucción local en p se con-
vierte en global tras las explosiones de la resolución de O~S en p. Lo cual relaciona la
obstrucción local con una propiedad de separación entre 5 y las componentes conexas de SI
X \ (5 U OES), que puede ser comprobada algorítmicamente (ver [ABF]).
Para comenzar, pondremos de manifiesto, mediante ejemplos, las dificultades que se
pueden presentar al estudiar la basicidad local de un semialgebraico una vez verificada la SI
obstrucción global.
Ejemplos 2.1 Los siguientes ejemplos en IR2 resumen todas las posibles situaciones en SItorno a un divisor excepcional de la desingularización de O~S en un punto.
se 1) El semialgebraico 5’ de la figura íV.2.(í) es localmente abierto principal. De hecho, SI
verifica 11.2.20; además, tras explotar el origen, OZ~’ subdivide la superficie transfor-
mada en bandas horizontales las cuales están ocupadas por T” de modo alterno (la idea
de tablero de ajedrez que apuntabamos en 11.2.21). SI
1>
T
Figura IV.2.1(1)
2) El semialgebraico 5 de la figura IV.2.1(2) es localmente básico, pero no principal;
puesto que 3 = 5 y dim(O
2S fl (IR
2 \ 5)*) = 1. Obsérvese que al explotar el origen O~S
queda desingularizada y el divisor excepcional no da obstrucción global.
5 bit
T
u x
“1,
3
SI
it ir x
SE = U
y=uv SI
SI
SI
SI
__ SI
r=U
y=Ut,
SI
Figura IV.2.1(2) SI
SI
SI
3) El semialgebraico 5 de la figura IV.2.1(3) no es abierto básico (ver 1.1.13).
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Por otra parte, dada la simplicidad del ejemplo no es difícil encontrar explícitamente
un abanico E = {a1,a2,a3,a4}, según la descripción 111.3.30, centrado en el origen de tal
forma que #(E fl 5) = 3; es decir, E no verifica el criterio de los abanicos de Br6cker.
S
ST 9r 9’:::::
~~2222~~
It
m —
a.~. . a2
ir
r= ti
tu,
Figura IV.2.1(3)
a2:{ ::L12
a4 : { ~ —2
al: { ;:
~ { ;:
t
t(1 + z)
—t
—t(1 + z)
a2 : {
a4 : {
x=t
y = t(—1 — z)
x=—t
y = —t(—1 — z)
A la vista de los ejemplos anteriores, parece que el hecho de que concurran un numero
par o un número impar de sectores de 5 en un punto p E OS tiene algo que ver con la
basicidad local. Sin embargo, no es así, como vemos a continuacion.
Ejemplos 2.2 Consideremos los ejemplos a) y b) de la figura IV.2.2, en un entorno del
origen de IR
2. En ningún casos hay obstrucción global.
fi
Figura IV.2.2(a):
Hay obstrucción local
Figura IV.2.2(b):
No hay obstrucción local
a) El semialgebraico S~ está dado, en un entorno del origen, por los 3 sectores señalados
en la figura IV.2.2(a) delimitados por 4 curvas del tipo
{y = x2}, {y — 2x2}, {v = 3x2}, {v = 4x2}.
Tras la primera explosión del origen obtenemos un único punto singular en el divisor
excepcional, en el cual se presenta la situación del ejemplo 2.1(3). Luego, tras una segunda
explosión, la frontera de Zariski de 5, en el origen queda desingularizada y el divisor
excepcional da una obstrucción global. Por lo tanto, S~ no es localmente básico en el
origen.
a
1 : {
a3 : {
u=t
v=1+z
u=-t
v=1+z
SI
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SI
b) El semialgebraico S2 está dado, en un entorno del origen, por los 3 sectores señalados
en la figura IV.2.2(b) delimitados por 4 curvas del tipo SI
{y = x2}, {y = x4}, {y = x6}, {y = x8}.
Como no hay obstrucción global, pasemos a estudiar los divisores excepcionales de las SI
sucesivas explosiones sobre el origen, hasta desingularizar este. Obsérvese que, siguiendo
la desingularización de 8252 en el origen, las cuatro componentes de O~52 se separan cada
una en una explosión diferente (por ejemplo, la curva de grado 2 se separa de las otras tres SI
tras la segunda explosión, mientras que estas tres se intersecan en un punto del divisor
excepcional en esta etapa de la resolución). Con lo cual, no es difícil comprobar que SI
ningun divisor excepcional da una obstrucción global. Por lo tanto, 32 es localmente
básico en el origen.
A continuacón haremos un análisis de la obstrucción local inspirada en [ABF]. Pre -SI
tendemos con esto justificar el algoritmo (L) que daremos despues.
Observación 2.3 Sea 5 un semialgebraico tal que 023 fl 5 = 0 y dim(OzS* fl 5*) < 1. SI
Supongamos que tenemos una obstrucción local a la basicidad de 5 en un punto p E OS;
evidentemente, p E Sing(O
25) y 8~5 no es cruzamiento normal en p. Entonces, aplicando SI
11.2.13, existe una componente irreducible D del divisor excepcional E de la resoluciónir X’ —* X de &S en p, tal que D da una obstrucción global a la basicidad de r’(S). SILa resolución ir : X’ —~ X de 825 en p consiste en una cadena finita de explosiones sobre
p, pongamos ir = ... ir1 donde ir~ —* X1...1 es la :-esíma explosión de la resolución.
Sean, para cada i = 1,..., r, á1 = ir~ . . . ir1 la etapa i-ésima de la resolución, Z~i—1 E X1...1 SI
el punto explotado en la i-ésima explosión siendo ~l—¶(pi—1) = p y D, = ?r[’(pí...í) el
divisor excepcional. Luego, existe p E {1,.. . ,r} tal que D es la transformada estricta del
—~ .. ~ . , SIdivisor excepcional D~ de la p-ésima explosión Además D da una obstrucción globala la basicidad de 5,, = á,,(S), ya que las siguientes transformaciones, hasta X, son
explosiones en puntos que no alteran esta propiedad. SI
SI
WP+t lrp rp...I SI
SI
Figura IV.2.3
En esta situación (figura IV.2.3), es posible encontrar dos familias abiertas de arcos SI
analíticos lisos g1, g2 ci X,,, transversales a D,, y tales que los elementos de g1 unen dos
regiones contenidas en 5,,, mientras que los elementos de Q2 unen una región contenida SI
en 3,, con otra fuera de S,~,. Luego, proyectando en X tenemos:
SI
SI
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1. al menos 4 ramas analíticas de 8~S en
2. dos familias abiertas de arcos analíticos lisos, Y1 = A,,(q1) y Y2 = á,,(g2), a través
del punto p
de tal forma que que su imagen inversa por A,, se comporta como en la figura IV.2.3.
Obsérvese la analogía de este argumento con el utilizado en el ejemplo 1.1.13. En este
ejemplo servían como fl y Y2 dos familias de rectas por el origen. O
A continuación incluimos un estudio sobre las relaciones entre los arcos contenidos en
las familias .fl.
Arcos con orden de contacto p
La principal herramienta con que contamos para verificar la obstrucción local son las
familias de arcos con orden de contacto p, introducidas en [ABF] para determinación de
la separación local de dos semialgebraicos. Hemos introducido la terminología arcos con
orden de contacto p, que no aparece en [ABF],ya que describe perfectamente la situación
geométrica.
Sea (C,p) un germen de curva analítica en (X,p). Denotemos por
la resolución estandar de la curva C en p extendida por explosiones en los puntos C1 fl D5,
donde j es mayor ó igual que el número de explosiones necesarias para desingularizar
C, siendo D, el divisor excepcional que aparece en la explosión ir1 y C, la transformada
estricta de C en X, (i = 1,. ..,r).
Definición 2.4 Sea y un arco analítico a través de p. El arco y tiene orden de contacto
p con el arco C, para algiin entero p < y si verifica:
(a) La transformada estricta y,»~ de y en X~...1 admite una parametrización del tipo
x=t{
(b) C,,—1 flyp—i Pp—i E D,».1;
(c) Las curvas C,,...1 y y,,...i tienen tangentes distintas en Pp—i.
Observación 2.5 Si la curva analítica y tiene contacto p con la curva U, entonces C,, y
y,, son transversales a D,, y D,, n C,, $ D,, ri y,.... Es decir, tras la explosión p-ésima los
arcos C y y se separan por primera vez.
En lo que sigue trabajaremos con gérmenes analíticos en (IR2, (0,0)), ya que el teoremade inmersión minimal de una singularidad algebraica (ver [BCR, 8.16.15]) nos permite ver
SI
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una singularidad de curva contenida en X, localmente, como una singularidad algebraica-
mente igual en IR2. A continuación damos el enunciado del teorema que caracteriza los SI
arcos con orden de contacto p mediante sus desarrollos de Puiseux.
Sea C una rama de una curva analítica real en (R2, 0) con desarrollo de Puiseux en SI
un sistema de coordenadas adecuado,{ y=f(t)=Po(tm)+tk~Pí(td~)+...+tksp
3(tdJ) SI
donde e E {1, —1}, Po,... ,P,...1 son polinomios, ~8 es una serie de potencias convergente SI
de orden O y ni ~ ordt(Po(trn)). Entonces (m; ..... . ,k3) son los exponentes característicos
de C y la cadena de algoritmos de Euclides que calcula la sucesión de máximos comunes
divisores SI
reconstruye el proceso de resolución de C en (0,0) (ver [EC] o [BKD:
lo1 — k1.1 = p1,1d1.i + rl,2
= p¿,2r1,2 + r~,3 SI
rl,q(1)...2 = jiiq(i)~1Ti,q(i>~.1 + rlq(i)
TI,q(i) —1 = jiI ,q<~) rI,<,(1) SI
donde lo0 = O y d0 = m. Claramente, ríq(í) = d1.
En nuestro caso extendemos este proceso a curvas C no singulares, para las cuales una
upla (1; lo) juega el papel de exponentes característicos. SI
El proceso de resolución se reconstruye, obteniendo los desarrollos de Puiseux de las
transformadas estrictas de C, como sigue: SI
— dividimos jiii veces por la variable x,
— dividimos ji2 veces por la variable y, SI
— dividimos ¡t1,3 veces por la variable x, etc.
y así siguiendo todas las filas de los s algoritmos de Euclides y haciendo una traslación
al origen cada vez que sea necesano. SI
En consecuencia, el número de explosiones que se corresponden con el i-ésimo algoritmo
es M1 = ji~ y el número total de explosiones es M = M1 + ... + M3. SIAdemás, previamente a cada explosión, es posible reparametrizar de modo que la
variable por la que hay que dividir sea del tipo ti” (ver [ABF, 2.4]). Teniendo en cuenta
todo ello se obtiene el siguiente resultado. SI
Teorema 2.6 ([ABF, 2.19]) Sea C como antes y -y un arco analítico que tiene orden de
contacto p con C. Entonces admite una parametrización de Puiseux irreducible SI
st’,{ y = g(t) = Q0(t~) + thl Q1(t”~) + . . . SI
tal que
SI
SI
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(1) Los exponentes característicos (n; h1,... , h,.) de están dados por:
(a) Sip>M entoncesl=s,n=niyh1=lo.parai—1 a.
(b) Sip < M, entonces m = rn, lo1 = rh1 parai = 1,...,l— 1 conr =
(2) 6 y g(t) verifican una de las siguientes condiciones:
(a) 6 = e y el truncamiento de orden it,....1 +p’ de g(t) coincide con el correspondiente
truncamiento de 1(t).
(b) 6 = ~(..~í)”1”f~t y el truncamiento de orden h¡...1 + p’ de g(t) se obtiene de 1(t)
como sigue: Q,(x) = P,(x) si d./d~1 es parQ.(—x) = P1(x) si d~/d;, es impar.
Donde,
p’=p—(Mí+...+M,+l)sip>.M
Además, los primeros coeficientes no determinados arriba son distintos.
Observación 2.7 Nótese la coincidencia entre el resultado 2.3 y la relación entre expo-
nentes y coeficientes en la descripción explícita de abanicos de £4(R(z,y)) (i.e. abanicos
centrados en un punto de IR
2) en 111.3.23. De hecho, estos abanicos, tras un número finito
de explosiones se presentan centrados en el divisor excepcional.
Observación 2.8 Anotamos aquí los algoritmos auxiliares que usaremos en (L):
(A4) Caracterización en X (esto es, sin realizar las explosiones) de los arcos con orden de
contacto p con respecto a uno dado, para p previamente fijado (2.3).
(A5) Dado un arco analítico -y a través de O E IR2 y una región acotada por dos arcos
analíticos -y~ y ~Y2, decidir a partir de las respectivas parametrizaciones de Puiseux
si cruza la región o no. Para ello basta comparar los exponentes y coeficientes de
los respectivos desarrollos de Puiseux (ver [ABF, Solution to problem 2]).
Verificación de la obstrucción local
A continuación daremos el algoritmo (L) de verificación de la obstrucción local. Este
algoritmo requiere la realización previa del algoritmo (O) (o al menos de alguna de sus
partes), ya que los datos iniciales se obtienen de (0).
El algoritmo (L), tal y como lo proponemos, consiste en una secuencía de test de
basicidad local en cada punto singular de 85. Dado que el criterio de basicidad 11.2.15
exige una superficie compacta, consideramos la compactificación de R2 por un punto
([BCR, 3.5.3]), que denotamos oc. Es posible realizar el mismo test en oc, ya que (0)
proporciona también una descripción anlítica de 8~S en oc.
(L) Dado N = {p E 85U {oc} : O~Stienealmenos4ramasenp} = {pí,...,p,n}
(01.2.4 ó (01)), verifica si 5 es localmente básico en cada p,, E N.
(Li) Fijemos p~, 1 =lo =m (comenzando por p~) y hagamos una traslación al origen.
Calculemos los desarrollos de Puiseux racionales de las ramas Y1, . . , yq de Y = 8~S en
O ((01.2.4) ó (Al)).
SI
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SI(L2) Sea Xr Z Xr...i ~4 —* X1 ~* = X la resolución estandar de Y en O. Para
cada i = 1,. . . , r, sea D. ci 3<, el divisor excepcional que aparece en la i-ésima explosión
_ SI
y sea 17 la transformada estricta de Y” en 3<, (1 =a < q). Consideremos, para cada
i = 1,.. . , r, la relación de equivalencia R. en el conjunto .1...., q} definida por: SI
a fi ~t 17 y i”3 cortan a D1 en el mismo punto.
(Esto quiere decir que Y” e Y’
3 tienen orden de contacto p > i, luego con (A4) podemos SI
computar los elementos de cada clase de equivalencia.)
Sean 721,5 (j = 1,... ,l(i)) estas clases de equivalencia. Para cada i = 1,... ,r tenemos
una partición 721 del conjunto .1.... , q}. Obsérvese que estas particiones se refinan según SI
crece el índice i.
(L2.1) Fijamos p, 1 =p =r (comenzando por p = 1) y elegimos un índice a en P,,~,s, SI
para cada j, tal que P,,...1,g contenga al menos 4 elementos.
(L2.2) Determinamos la familia A de arcos y que tienen orden de contacto p con Y” (A4). SI
(L2.3) Comprobamos si A contiene dos subfamilias abiertas F1, F2 uniendo, respectiva-
mente, dos regiones en 5 o una en 5 con otra fuera de 3 (A5). SISi existen tales familias de arcos, el algoritmo responde NO ES ABIERTO BÁSICO y
dalas familias F
1,F2.
En otro caso comenzamos en (L2.1) con p + 1 (si p = i” vamos a (L3)).
(L3) El algoritmo responde 3 ES LOCALMENTE BÁSICO EN p~ y volvemos a (Li) fijando
Pk+i (si lo = ni ir a (L4)). SI
(L4) 5 es LOCALMENTE BÁSICO EN TODO PUNTO.
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
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3 Basicidad y abanicos
Sea 5 un semialgebraico descrito por polinomios I,,t, g,, E K[x, it] como en la expresión IV.1.
Los algoritmos (0) y (L) aplicados sucesivamente dan lugar a un algoritmo (B) de verifi-
cacion de la basicidad de un semialgebraico. Por otra parte, la aplicación de (0) a 5 y a
su complementario da lugar a un algoritmo (P) que decide si un semialgebraico es abierto
o cerrado principal. Describimos a continuación estos algoritmos.
(B) Dada una familia de polinomios fjj,g,, E K[x,y], este algoritmo verifica si el semi-
algebraico 5 definido por estos polinomios es abierto o cerrado básico. Además, en
el caso de no ser básico, responde si es debido a uno de los siguientes hechos:
— 3 no es ni abierto, ni cerrado.
— 5 es abierto, pero algún punto aislado de &3 está contenido en 3.
— Hay obstrucción global, en cuyo caso da dos semirramas ~Yiy -Y2 de 83 tal que
u ci 83* y Y2 ci 3*~
— Hay obstrucción local en algún punto p, en cuyo caso da dos familias abiertas
Y1 y F2 de arcos analíticos en p con orden de contacto p (fijo) tales que Y1 une
dos regiones en 5 y Y2 une una región en 3 con otra fuera de 5.
(0) Verificamos las condiciones preliminares y la obstrucción global.
(L) Verificamos la obstrucción local. U
(P) Este algoritmo tiene los mismos datos iniciales que (B) y verifica si el semialgebraico
5 es abierto o cerrado principaL Además, en el caso de no ser principal, responde
si es debido a uno de los siguientes hechos:
— 5 no es ni abierto, ni cerrado.
— 5 es abierto, pero algún punto aislado de 8~S está contenido en 3.
— Hay obstrucción global en 3, en cuyo caso da dos semirramas -~ y 72 de 8~S tal
que ~y1ci 83* y ~Y2 ci 5.
— Hay obstrucción global en 3< \ 3, en cuyo caso da dos semirramas ~ y ~Y2 de
83 tal que ‘Yí ci 85* y 72 ci (3< \ sr
(Pl) Realizamos (01).
(P2) Aplicamos (02) a 5.
(P3) Aplicamos (02) a 3< \ 3 (realmente a las celdas correspondientes a 3< \ 3). 0
En consecuencia, tenemos los siguientes resultado para semialgebraicos de R
2 definidos
por polinomios en K [x,y], siendo K un cuerpo computable contenido en R
Teorema 3.1 Es posible determinar algorítmicamente si un semialgebraico 3 ci IR2 es
a) Abierto o cerrado básico.
b) Abierto o cerrado principal.
Proposición 3.2 Sea 5 ci IR2 un semialgebraico tal que dim(8zS* fl 5*) = 1. Entonces
es posible dar algorítmicamente un abanico E E S
2(R(x,v)) tal que #(E A 3) = 3.
SI
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SI
Demostraczon: En algoritmo (0) detecta la propopiedad dim(8z3* fl 3*) = 1 en (G2;1) o
en (02.3) y en ambos casos da dos semirramas ~ y (2 de la misma componente irreducible SIde 8~5 tales que ~ ci 85* y Y2 ci 3.
Según la descripción 111.3.30 de abanicos de IR(z, y), las semirramas i y Y2 determinan
de forma unívoca un abanico E E E2(IR(x, y)). Este E está formado por las dos elevaciones SI
de ambas semirramas. Con lo cual, si a1, a3 son las elevaciones de ~ a R(x, y), dado queu ci 3* \ 5~ tenemos a través del operador tilde
aiES*, —.. SIaaEX\S*
o viceversa.
Por otra parte, si a2 y a4 son las elevaciones de ~ a IR(x,y), como ~ ci 5 que es
abierto, tenemos aplicando el operador tilde que
a2,a4 E 5*~
En conclusión, dado que 5 y 3* son genéricamente iguales, tenemos #(E fl S) = 3. El SI
Observación 3.3 La descripción 111.3.28 de los abanicos E E S4(R(x, y)) (i.e., centrados SI
en (0,0)) nos permite asociar a éstos dos familias de arcos en (0,0) parametrizadas por
z E (0,c). De hecho, para cada z E (0,c) fijo, los homomorfismos 4~ y ta (resp. 4’2 y SI
~)definen las dos semirramas del mismo germen de curva analítica “4 (resp. ‘4). Estas
curvas -4 y -g tienen orden de contacto p, para algún p y para todo z (basta comparar
2.6 con 111.3.17). SI
Conservaremos la notación introducida en la sección 2 para la resolución estandar de
un germen de curva en un punto y para los arcos con orden de contacto p. Sea Eun SI
abanico de IR(x,y) con centro (0,0) E IR2 y sea C un germen de curva analítica en elorigen. Para cada i = 1, ...,r, denotemos por E
1 el abanico obtenido de E después de i SIexplosiones. El abanico E1 está formado por los transformados de los elementos de E en
7Z(X1).
Definición 3.4 Un abanico E tiene orden de contacto p con la curva C, para un entero SIp > O, si para todo z, los arcos -y (i = 1,2) asociados tienen orden de contacto p con la
curva C. SI
Teorema 3.5 Sea 5 un semialgebraico abierto. Supongamos que 5 no es localmente
básico en un punto singular p de O~5. Entonces, existe un método algorítmico para dar SI
un abanico E de R(x, y) centrado en p tal que #(E fl 3) = 3.
Demostración: Como 3 no es localmente básico en x, haciendo una traslación al origen SI
y aplicando (L), obtenemos algorítmicamente las familias de arcos Y1 y Y2 con orden
de contacto p con respecto a alguna componente analítica de 8~3 en x, para algún p.
Consideremos dos arcos -yí E Y,, que unirá dos regiones en 5; y ~Y2E Y2, que une una SI
región en 5 con otra fuera de 3.
SI
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Entonces (-y1),., y (‘y
0~ son arcos lisos que cortan al divisor excepcional D,, transver-
salmente en diferentes puntos p,q E D,~,; además, p es la primera etapa del proceso de
resolución de 8~S en x en la que jt~ y rn~ se separan. Los arcos ‘yí y ‘72 están parametrizados
por
1’ — stN 1 ~=s’t”~
9½:j s8t~i+I(t) 72 :j~ u=s:=~ d
1t~~ + g(t)
donde 6,6’ E {1, —1}, c~, d1 E IR están determinados hasta el grado n, (que depende de p)
según 2.3 como sigue: para i = 1,..., s
{ 61 : 6 y d,=c,(.....í)N/d6 y d1 = ( 1)ni/dc1
siendo d = g.c.d.(N,u1,..., n3); 1(t) = atm + ... y g(t) = btm + ... con a $ b, donde ni esel último exponente característico de jj (5 = 1,2).
Comprobaremos que, para cada par i~,i~’ E {1, —1} el abanico ~ constituido por las
familias de arcos
fx— 6tN .1 xzr&’t~”it= 2~..íc
1t~ +(27z+a)tm ‘72 <~ ii=s:=1 dt~~ + (~‘z + b)tm
venfica que #(E 11 3) = 3.
En efecto, elijamos una semirrama en p y otra semirrama en q del divisor excepcional
D,~, que aparece en la etapa p-ésima de la resolución. Estas semirramas determinan un
abanico. De hecho, tenemos cuatro posibilidades de elección de semirramas, con lo cual
hay cuatro abanicos, tal y como indica la figura siguiente.
O,,
Figura IV.3.5
Tomando imágenes inversas por el homomorfismo birracional ir~ ... ir~ obtenemos precisa-
mente los cuatro abanicos ~ Por otra parte, tal y como hemos construido los abanicos
centrado~ en D,,, tiene que ser #(E~,,>’ A 3) = 3. 0
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